TD Fonctions réelles et inégalités

Equations et inéquations

zLV Exercice 1 Résoudre les équations et inéquations.

1. —2?4+2x—-3<a 2. Vr+d+Vz+2=1 3. [VX2+1]=2
148 Exercice 2 Z Résoudre I'inéquation

1.z —222-3<0 2.2+ —2<0
5DQ Exercice 3 Z & Résoudre les équations suivantes :

L In(z—1)+mn@2r+1)=1 2. (Vx)* =axV® 3.2 432 =5

T8Z Exercice 4 & Résoudre sans justifier les équations et inéquations
1. sinz < g 2. sinz = sina 3. cos(bx) = @ 4, tanz > 1

1vJ Exercice 5 # 1. Rappeler une formule de trigonométrie reliant cos? 6 et cos 26.

2. Déterminer arccos 4/ % + %\/g

654 Exercice 6 Résoudre v8E Exercice 7 Résoudre I’équation
1. 3tanx =2cosx 2. sin(2x + ) = sin(x — 3) 1. arcsinz +arcsin V1 — 22 = § 2. arctanz + arctan 2z = 7

Partie entiére et densité

HHC Exercice 8 Z Soit f définie sur ]0,4o00[ par f(z) =z — Caly

x

1. Trouver, pour z > 0, un encadrement de f(z).
2. Que peut-on en déduire quant au caracteére majoré, minoré de la fonction f?
3. Montrer que f est bornée.
08z Exercice 9 # 1. Montrer que Vx € R,Vn € Z, |z +n]=|z|+n.
2. Montrer que pour z,y € R, |z] + |y] < |z +y] < |z| + |y| + 1.
3. Majorer et minorer de méme |z + --- + x|, o0 z1,...,2, €R.
4. Montrer que Vn € N*,Vz € R, LL"—JJJ = |z].
ksL Exercice 10 Z Onnote Dy = {£;, p € Z,q € N} I'ensemble des nombres dyadiques. Montrer que D est dense dans R.
810 Exercice 11 % & Soit o € R irrationnel. Pour © € R, on note {x} la partie fractionnaire de .
1. Montrer que Ve > 0, In € N, 0 < {an} <e. 2. En déduire que {{an}, n € N} est dense dans [0, 1].

HCQ Exercice 12 % Y THEOREME DE BEATTY Soit a, 5 € R, montrer que les suites (|an])nen+ et (|61 ])nen forment une partition
de N* si et seulement si «, 3 sont irrationnels et é + % =1

Valeur absolue

1KU Exercice 13 Z & Soit P(t) = " + Zz;é axt® une fonction polynomiale unitaire.
n—1
1. Siz € R est une racine de P (c’est-a-dire P(z) = 0), montrer que |z|* < 3 |ag||z|.

2. En déduire que toute racine de P vérifie |z| < max (1, 22;01 |ag|).
Indication : Considérer une racine vérifiant |x| > 1, et utiliser la question précédente pour monirer que |z| < Zz;é |ak|.
41V Exercice 14 Soit n > 1.
1. Montrer que pour z,y > 0, (z +y)'/" < z¥/™ 4+ y1/7.

2. Etablir successivement Vx,y > 0, ‘x% — y% <l|x-— y|% et Vr,y€R, ‘\xﬁ — \y|% <l|x-— y|%.
10
208 Exercice 15 % Soient xg,...,2190 € R deux & deux distincts. En quelle-s valeur-s de z la fonction f(z) = > |z — x| est-elle
k=0

minimale ?

Propriétés de fonctions

E19 Exercice 16 Soit f: z +— In (\/ 2+ 1+ :17) Montrer que f est impaire.
E71 Exercice 17 #Z & Soit f: I — J une fonction réelle bijective deux fois dérivable convexe, de dérivée > 0. Montrer que f~! est
concave.
AR Exercice 18 Montrer qu’il existe une unique fonction f: R — R vérifiant Va € R, f(x) 4 2/(*) = . Montrer que f est dérivable et
calculer sa dérivée.
3TL Exercice 19 % Soit f: R — R dont le graphe admette deux centres de symétrie.
1. A partir de f, définir une fonction g impaire admettant un autre centre de symétrie.
2. Montrer que f est la somme d’une fonction affine et d’'une fonction périodique.



Etudes de fonctions

L51 Exercice 20 Z & Donner I’ensemble de dérivabilité et calculer les dérivées de

1. firz—2® 2. fyx»—)ﬁ 3. f3:x - eVarcsine 4. f4:x&—>arctanrlx2
kWM Exercice 21 Z & On considére la fonction f: x — arctan x + arctan % Montrer que f est constante sur R’} et sur R* . L’expliciter.
. P B . . ’ . 1 h
4vg Exercice 22 #Z On considére la fonction tangente hyperbolique, définie par Va € R, tanh(z) = S22,

1. Tracer I’allure des graphes des fonctions cosh et sinh.

2. Montrer que la fonction tanh réalise une bijection de R sur un intervalle I a préciser. On note argtanh: I — R la bijection
réciproque. Tracer I’allure du graphe de tanh, en précisant la tangente en 0, et celui de argtanh.

3. Justifier briévement (mais précisément) que argtanh est dérivable, et montrer que Vz € I, argtanh’(z) = ﬁ
4. Pour x € I, exprimer argtanh(z) 4 I’aide des fonctions usuelles.
5r6 Exercice 23 Z
1. Que vaut lim In(l+u) 5
vt 0400 — R
2. Soit a > 0. Montrer que la fonction f: '’ . o (L4 az)V/e est décroissante.
3. Soit u, = (14 %)". Montrer que (uy,) est croissante et converge vers e”.
n
7H3 Exercice 24 Z Montrer que Vn € N,Va > 0, e” > > %T
k=0
02C Exercice 25 MOYENNE LOGARITHMIQUE
sinh
1. Montrer que pour touty >0, 1< Y < coshy.
, . 1/2 z—1 1
2. En déduire que pour toutz > O0etz #1, z/° < —— < —(z+1).
Inx 2
b— b
3. En déduire que pour tous a # b strictement positifs, Vab < a < i e
Inb—1Ina 2
cT9 Exercice 26 Soit a € [0,1].
1. Montrer que Vz,y € Ry, (x + y)® <z + y*. 2. Montrer que Vz,y € Ry, '”a;ya < (%)a
Pour o > 1, les deux inégalités sont renversées.
Cauchy-Schwarz et convexité
6BS Exercice 27 1. Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
2 2 2
a a a+---+a
2. Montrer que pour a1,...,a, € Retzi,...,x, >0,0na —1+'~+—"Z(1+ +an)
Z1 L 1+ + Ty
ovg Exercice 28 1. Etudier la convexité de f: x — In(1 + e%).
n 1/n n 1/n
2. Montrer que pour z1,...,z, > 0,ona 1+ (H xk> < (H(l—}—m@) . Ind : Poser xj, = €Y.
k=1 k=1

n 1/n n 1/n n 1/n
3. Montrer que pour a1, ...,a, > 0etby,..., b, >0, (H ak> + (H bk> < <H(ak+bk)> .
k=1 k=1

k=1

lsipe/
HYA Exercice 29 % Soit deux ensembles £ de N droites et P de N points dansle plan, et I = > 6y, 00y = S% p
pEPLEL 0 sinon
1. Montrer que I < N Y 3" 6,00,0r- 2. En déduire que I < /2N3/2,
00 p
Autres

001 Exercice 30 Soient a,b,c,d € R, avec b,d > 0. On suppose que 7 < 5. Montrer que § < ‘;jrr; < 4.
EXM Exercice 31 Soit 0 < a <  des réels, et x € R.
1. Comparer |z|* a 1 selon la valeur de |x|. Justifier. 2. Montrer que |z|* < 1+ |z|°.
QRS Exercice 32 Pour n > 1, on note tan(™ la dérivée n-ieme de tan. Montrer que Vn € N*, Vx € [0% [, tan(”)(x) > 0.
130 Exercice 33 INEGALITE DE NESBITT
1. Montrer que pour z,y > 0, % +24>2
2. % En déduire que pour a,b,c > 0, on a

a n b n c >§
b+c¢c c+a a+b " 2

atbe ot multiplier par 2.

b+c
BIJ Exercice 34 % Y INEGALITE DU REORDONNEMENT

Indication : Faire apparaitre

n n
Soient ay < --- < ayetb; <--- < b,. Montrer que pour toute permutation o de [1,n],ona > a;b; > > aq;bi.
i=1 i=1
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