TD Séries numériques

Comparaisons
Exercice 1 Z Déterminer la nature de la série, en fonction du parametre.
A" a

Exercice 2 Z Natures des séries de terme général

1. « /cosh% —1 2. sm —tanf 3. 005(2(211)) 4. Y arccos —— +1

Exercice 3 Z Déterminer la nature des séries de terme général

2
1L vnln(l+ %) 3. In 204 5. lnp 7.
2 _ h S —
2. vVn?24+1-—n 4. == 6. om 8. e V™

Exercice 4 Z Nature de
1. cos )" 2. S nt 1/(n+1) n* nn \"
3 (cos 3) b 3. Z(nﬂ) 4. Z(m)

Exercice 5 Z Donner une CNS sur a, b, ¢ € R pour que la série de terme général ar/n + 1+ by/n + c/n — 1 converge. Dans ce cas,
quelle est sa somme ?

o

Sommes
Exercice 6 2 Justifier la convergence et calculer
+ 1 + 2

Exercice 7 Z Montrer que pour tout x € |—1,1], la série ) % converge, et calculer sa somme.

Exercice 8 On considere la suite de Fibonacci, définie par Fy = F} = letVn € N, F40 = Fpoy1 + Fi.

1. Justifier la convergence de g—; 2. Déterminer Z::a 5—3
Exercice 9 1. Trouver les fonctions f: [0, 1] — R continues vérifiant Vz € [0,1], f(z) = :Ool 37" f(z™).

2. Trouver les fonctions f: [0, 1] — R continues vérifiant Vo € [0,1], f(z) = 32725 27" f(a™).

+

Exercice 10 Pour x € R, on note f(z) = no% % - ﬁ

1. Justifier la définition de f. 3. En déduire que f est continue.

2. Montrer que la fonction f est concave. 4. Montrer que f(x) 257 T oo
Exercice 11 DEVELOPPEMENT EN SERIE ENTIERE D'UNE FONCTION ABSOLUMENT MONOTONE
Soit f: [0,b] — R vérifiant Vn € N, f(”) > 0. Onnote R, (z) = f(z) — Z:O /(O)I et Sy: I?zﬂfi).

1. Montrer que Vz € ]0,b], fo a T:f £+ (zu) du. En déduire que S,, est croissante sur ]0,b].

2. % Soit z € [0,b]. En con51derant ¢ € |z,b[, montrer que Ry, (z) =75 0.

(n)
On en déduit que f est DSE en 0, c’est-d-direVa € [0,b], f(x) = 3,20 ! !(0) "

Exercice 12 % Montrer que tout réel = € [0,1] peut s’écrire de maniére unique z = >+ x, avec une suite (a,) vérifiant

vn €N, a, € [0,n — 1] et Vng, In > ng, a, #n — 1.

Liens suite/série

Exercice 13 On considére une suite définie par ug € ]0,7/2] et, pour n € N, w1 = sin(u, ). On rappelle que u,, — O.

1. ATlaide de Y (unt1 — uy), montrer que > u’ converge. 2. ATaide de In(uy, 1) — Inu,, montrer que > u?2 diverge.

Exercice 14 DEVELOPPEMENT ASYMPTOTIQUE DE LA SERIE HARMONIQUE ET APPLICATIONS.

1. Onnote H,, = >_;_, +. Montrer qu’il existe une constante 7 telle que H,, = Inn + v + 0450 (1).

_1)’“*1 . . , . +oo (1)1
.En exprimant S, en fonction de Hy,, et H,,. Déterminer > b1 =

2. Justifier la convergence de la suite S, = >, _,

Exercice 15 % Soit (u,,) une suite strictement positive telle que “2+L = 1— 24 O(-4). Montrer qu'il existe C' € R tel que u,, ~

STPs

Exercice 16 Z Soit (u,,) une suite réelle. On suppose w,, positive. Montrer que la série > u,, a la méme nature que »

not

Up
14+uy
Exercice 17 Z Soit Y a,, une série positive convergente.

1. Montrer que ) /G, a,+1 converge. Réciproque ? 2. Montrer que pour o > 1, > Y2 converge.
Exercice 18 Z Soit (u,,) une suite décroissante positive dont la série converge. On note (S,,) la suite des sommes partielles.

1. Déterminer la limite, quand n — 400, de Sz, — Sy,.

2. En déduire que uy,, = o(1), puis que u, = o(1).

Exercice 19 Déterminer la nature des séries suivantes, ou ¢, est le nb de chiffres décimaux de n,

1



1 2 —1 ) —1
LY 2. (%) 3. 25 ()
Exercice 20 % Soit (a,,) une suite réelle positive.
On suppose que Y _ a,, diverge, et on pose S, = >, _; ax.

1. Montrer que Z Sn diverge. Indication : Adapter une démonstration de la divergence de > %

3. Montrer que ) % converge pour tout 6 > 0.
di . . idé la séri 1 1 les inté I Sn 1 d
Indication : Considérer la série ) (55771 - ﬂ) ou les intégrales fSnfl s dt.
Exercice 21 % Soit o une permutation de N.

1. Quelle est la nature de la série ) ﬁ ? 2. Quelle est la nature de la série ) ﬁ
Le chapitre sur les familles sommables trivialisera ces deux questions : pour des STPs, l'ordre de sommation n’a pas d’importance.

3. Quelle est la nature de la série ) % ?
Comparaisons intégrales

Exercice 22 Z [BANQUE CCP MP] SERIES DE BERTRAND On consideére la série de terme général u,, = m, pour « € R.

1. Déterminer la nature de Y u,, dans le cas o < 0.

2. En utilisant la fonction f: x — m déterminer la nature de Y u,, dans le cas a > 0.
Exercice 23 Z
1. Equivalent, quand n — +o0,de S, = >_,_, Vk. 2. Equivalent, quand n — +o0, de R,, Zk o lcf

Exercice 24 Soit f une fonction de classe C*.

1. Montrer que |f(n) — f:Jrl f@) dt‘ <1 sup |f) 2. Montrer que |f(n) — f:Jrl f@) dt‘ < f:+1 lf']-
[n,n+1]
3. % On pose e, = sup |f’|, montrer que si }_ e,, converge, la série > f(n) et la suite (fo dt) nen ont la méme nature.

[n,n+1]
sin v/ sinlnn
4. Y Nature de ) =¥ et ) 5000,

Exercice 25 % EQUIVALENT DE LA FONCTION ZETA Déterminer un équivalent simple, quand s — 17, de ((s) = :2 ni
A termes quelconques
Exercice 26 Z Nature de
. —1)" —1)"
1. Y sin(nm + 1) 2. Zln(l—l—(n; ) 3. Zﬁ 4. Zln(l—o—%)
Exercice 27 Z Discuter, en fonction de o, 5 > 0, de la nature de
(—1)"
L 3 e 2 Xt
Exercice 28 Z Soit (u,,) une suite réelle telle que u,, — 0.
1. Montrer que la nature de ) u,, est la méme que celle de > uo,, + u2p41-
2. Nature de ZnZl(_l)nW'
. _ _ to (-D"
Exercice 29 Pour z € R\ Z~, on pose f(z) = >/ 54
1. Justifier soigneusement la définition de f. 3. Montrer que f(z) = :O% m
2. Déterminer la limite de f(z), quand x — +o0. 4. En déduire un équivalent de f(z), quand x — +oo.
Lv7)
Exercice 30 Nature de ) %

Exercice 31 Soit (2,,),,en une suite complexe. On suppose qu'il existe a € [0,% [ tel que Vn € N, |arg z,| < o. Montrer que Y z,
et > |z, | ont la méme nature.

ko
Exercice 32 % Soita > 0 et u,, = z:oi (_k}x) . Etudier la convergence de Y u,,.
Exercice 33 % [X] Soit Y x;, une série absolument convergente.
1. Montrer que > |x,|P converge pour tout réel p > 1 2. Limite, quand p — 400, de ( :i% |xﬁ|)1/p
Indication : Il faut déja savoir traiter le cas d’une somme finie : quelle est la limite, quand p — +00, de (Z;ll xz)l/p ?
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