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Exercice 1. Calcul de ζp2q.
I. Préliminaires
1) Une formule trigonométrique. Montrer que @a, b P R, 2 sin a cos b “ sinpa ` bq ´ sinpb ´ aq.
2) Lemme de Riemann-Lebesgue

a) Soit g une fonction continue sur ra,bs. Justifier soigneusement que 1
n

şb

a
gptq cospntqdtÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

0.

b) Soit f une fonction de classe C1 sur ra,bs, et d P R. À l’aide d’une intégration par parties, montrer que

ż b

a

fptq sinpnt ` dqdtÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8
0.

Dans la suite du sujet, on admettra que ce résultat persiste si l’on suppose seulement que f est continue sur ra,bs.
C’est le lemme de Riemann-Lebesgue.

II. On veut déterminer la limite, quand n Ñ `8, de la somme
řn

k“1
1
k2 .

1) Soit n P N˚. Calculer
şπ

0
t cospntqdt et

şπ

0
t2 cospntqdt.

2) Déterminer deux constantes a, b P R telles que @n P N˚,

ż π

0

pat2 ` btq cospntqdt “
1

n2
.

3) Pour n P N˚ et t P R, on définit Cnptq “

n
ÿ

k“1

cospktq.

Pour t P R, en utilisant I.1), simplifier la quantité 2 sin t
2Cnptq.

En déduire que si t n’est pas un multiple de 2π, on a

Cnptq “ ´
1

2
`

sinp 2n`1
2 tq

2 sin t
2

.

4) Soit f définie par fp0q “ 1 et @t ‰ 0, fptq “ sin t
t . Justifier que f est continue en 0, c’est-à-dire fptq ÝÝÝÝÑ

t Ñ 0
fp0q.

5) Déduire de ce qui précède que

@n P N˚,
n

ÿ

k“1

1

k2
“

π2

6
`

ż π

0

φptq sin

ˆ

2n ` 1

2
t

˙

dt,

où φ est une fonction à expliciter. En l’exprimant en fonction de f , justifier que φ est continue sur r0,πs.
6) Conclure.

La limite, quand n Ñ `8 de
n
ř

k“1

1
k2 se note, si elle existe,

8
ř

k“1

1
k2 .

Exercice 2. Intégrales de Wallis.

On pose, pour n P N, In “
şπ{2

0
pcos tqn dt.

1) En écrivant pcos tqn “ cos tpcos tqn´1, et à l’aide d’une IPP, montrer que @n ě 2, In “ n´1
n In´2.

2) Montrer que pour tout n ě 1, nInIn´1 “ π
2 .

3) Étudier la monotonie de la suite pInq.
4) En déduire un encadrement de In, puis que In „

a

π
2n , c’est-à-dire que In?

π
2n

ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8
1.

Exercice 3. Soit f : ra, bs Ñ R continue strictement croissante réalisant une bijection de ra, bs sur rfpaq, fpbqs. L’ob-
jectif est de démontrer la relation suivante, de plusieurs manières.

pEq :

ż b

a

fptqdt `

ż fpbq

fpaq

f´1ptqdt “ bfpbq ´ afpaq.

1) Dans les sous-questions suivantes, on suppose que f est dérivable, et f 1 continue.

a) En étudiant la fonction g : x ÞÑ
şx

a
fptqdt `

şfpxq

fpaq
f´1ptqdt ´ xfpxq, établir pEq.

b) Indépendamment de ce qui précède, montrer que
ż fpbq

fpaq

f´1ptqdt “

ż b

a

uf 1puqdu.

Retrouver pEq.
2) On ne suppose plus que f est dérivable.

a) Sous l’hypothèse a “ 0 et fpaq “ 0, établir pEq par un argument géométrique.
b) En déduire la relation pEq dans le cas général.



Exercice 4. Irrationnalité de π.
On pourra utiliser la propriété de stricte positivité de l’intégrale : si f est une fonction continue et positive sur ra, bs

vérifiant
şb

a
fptqdt “ 0, alors @t P ra, bs, fptq “ 0.

Si P est une fonction polynomiale, pour n P N, on note P pnq la dérivée n-ième de P , définie par

P p0q “ P, P p1q “ P 1 et @n P N, P pn`1q “

´

P pnq
¯1

.

On notera que si P est de degré d, P pdq est une fonction constante, et P pd`1q est la fonction nulle.
I. Une famille de polynômes.
On fixe p, q P N˚. Pour n P N˚, on considère la fonction polynomiale

Pnpxq “
1

n!
xnpqx ´ pqn.

1) Soit P : x ÞÑ
řd

k“0 akx
k “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` adx

d une fonction polynomiale. Donner une expression de P pkqp0q,
pour k P N, en fonction des coefficients paiq0ďiďd. On pourra distinguer plusieurs cas. On ne demande pas de
justifier.

2) En développant Pnpxq, montrer que @k P N, P
pkq
n p0q P Z.

On pourra distinguer selon si k ă n, k P rrn, 2nss et k ą 2n.

3) Montrer que @k P N, P
pkq
n

´

p
q

¯

P Z.

On veut montrer que π est irrationnel. On raisonne par l’absurde et dans la suite du sujet, on suppose que π “
p
q .

II. Étude de la limite d’une intégrale.
Pour n P N˚, on considère l’intégrale

In “

ż π

0

Pnpxq sinxdx.

1) Déterminer le maximum de |Pnpxq| sur r0, πs.
2) Montrer que In ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

0.
3) Montrer que

In “ Pnp0q ` Pn

ˆ

p

q

˙

´

ż π

0

P 2
npxq sinx dx.

III. Conclusion
1) Montrer que In P Z.
2) Conclure.

Exercice 5. ⋆ Soit d ą 2 et P “ λ
d

ś

k“1

pX ´ αiq un polynôme réel scindé tel que P p1q “ P p´1q “ 0 et @x P

s´1,1r, P pxq ą 0.

1. Montrer que pour x P r´1, 1s et α ą 1, x ` α ě p1 ` αq
1`x
2 pα ´ 1q

1´x
2 .

2. On note A l’aire du triangle formé par l’axe des abscisses et les tangentes de P en 1 et ´1.
(a) On écrit P pXq “ p1 ´ XqpX ` 1qQpXq. Exprimer A en fonction de Qp1q, Qp´1q. Montrer que A ď

2
a

Qp1qQp´1q.
(b) Soit a ą 0. Montrer que

ş1

´1
p1 ´ xqpx ` 1qax dx ě 2

ş1

0
p1 ´ xqpx ` 1qdx.

(c) Montrer que

A ď
3

2

ż 1

´1

P.

Exercice 6. ⋆ Notons E l’ensemble des mesures d’angles de triangles de R2 ayant leurs trois sommets à coordonnées
entières.

1. Montrer que θ P E ô tan θ P Q ou θ ” π
2 rπs.

2. Montrer que E est dense dans r0,πs.
3. Montrer que θ1, θ2 P E et θ1 ` θ2 ă π ñ θ1 ` θ2 P E.

Indications Exercice 1.
II. 6) Utiliser le lemme de Riemann-Lebesgue.
Indications Exercice 4.
I. 1) Écrire P 1, P 2, P p3q avec des . . . . Si k ą d, P pkq est la fonction nulle.
3) Utiliser une propriété de symétrie de Pn.

Indications Exercice 5.
1. C’est une inégalité de convexité.
2. (a) Utiliser l’IAG.

(c) Soit a ą 0. Montrer que
ş1

´1
p1 ´ xqpx ` 1qax dx ě 2

ş1

0
p1 ´ xqpx ` 1qdx.


