DM n°7

Indications sur la troisiéme page. Facultatif : Ex 3 III), puis a partir de l’ex 4 2). L’exercice 5 est un grand classique
orienté plutot MP*, plus simple que ce qui précéde.

Exercice 1. On considére une suite (z,)nen définie par

Zn + |2n]

z0€CetVneN, 2,11 = 5

I. 1) Montrer que la suite (Im(z,)),cn est géométrique de raison 3.
2) Montrer que si zp ¢ R alors Yn € N, z,, # 0.

1 Dans la suite, on suppose zg ¢ R.

II. Si z est un nombre complexe non nul, on note arg z 'unique argument de z appartenant a |—m,7]. Pour n € N,
d’aprés la partie précédente z, # 0, donc arg z,, est bien défini. On note 6,, = arg z,,.

1) Montrer que
6

0
Vn e N, |znt1| = |zn| cos <2"> et 0,11 = ?n
2) En déduire que la suite (0,,) tend vers 0.
3) Montrer que la suite (|zy]),,cn converge.
4) Qu’en déduire sur la suite (2, )pen ?

IIT. 1) Montrer que
Im zg

Vn € N, ‘Zn| = m

2) En déduire la limite de |z,|, puis de (zy).

Exercice 2. Polynémes de Bernoulli.

I. 1) Montrer qu’il existe une unique suite de fonctions polynomiales (B,,)nen vérifiant By = 1 et
1
Vn>1, B, =nB,_1 et f B, (t)dt = 0.
0

2) Expliciter By, Bs.
3) Justifier que pour n = 2, on a B, (0) = B,(1).

II. On pose, pour n € N, b, = B,(0). Les b,, sont appelés les nombres de Bernoulli.
1) Pour n € N, on pose C(t) = (—1)"B, (1 — t). Montrer que Vn € N, C,, = B,,.
2) Montrer que pour tout p € N*, bg,41 = 0.

Exercice 3.

I. Intégration de fonctions & valeurs complexes.

Soit f: R — C une fonction a valeurs complexes. Il existe alors deux fonctions fre, fim: R — R telles que Vt € R, f(t) =
fre(t) + ifim(t), définies par Vi, frc(t) = Re(f(t)) et fim(t) = Im(f(?)).

On dit que la fonction f est continue si f.. et fim le sont, et qu’elle est dérivable si f,. et fi,, le sont. On définit alors
la dérivée de f comme la fonction f': t — f/ (t) +if},,(t).

On définit aussi 'intégrale de f, comme

L feyat = f " foolt) + ot = f S dt+i f "ot

1) Soit n € Z. Justifier que ¢ — €™ est continue et calculer Sgﬁ et dt.
2) Inégalité triangulaire. Soit f: R — C, et a,b e R.

= Re (fbf(t) dt ei9> = Re (be(t)ew dt) :

b
<f £ dt.

a) Montrer qu'il existe 6 € R tel que

Lb Ft)dt

b) En déduire que

L " Foyr




II. Formule de Cauchy polynomiale.
Soit P(t Z b0 ait® une fonction polynomiale a coefficients complexes.
1) a) Montrer que - So (e®t)dt = ay.
b) Calculer, pour n € [[0,d], Sgw P(eit)ent dt.
2) Lien entre une borne sur les coefficients de P et une borne sur les valeurs de P sur U.

a) Justifier 'existence de sup |P(2)].
b) Montrer que Jmax, lax| < sup |P(e)].

3) Soit z € C. En considérant le polynéme Q(t) = P(zo + t), montrer que P(z) = 5 3” P(zg + €') dt.

III. Intégration le long d’un lacet.

Si v: [a,b] — C est une fonction de classe C! vérifiant v(a) = (b) et f: C — C est une fonction de la variable
complexe, on définit I'intégrale de f le long du lacet I' = ’y([a, b]) comme

b
L f(2)de = j SO (1) dt

En fait, on pourrait montrer que cette quantité ne dépend que du lacet I" : elle est indépendante de la paramétrisation
choisie de celui-ci.

1) Intégration de polyndémes complexes.
Soit P: z — ZZ:O arz® un polynome a coefficients complexes.
a) On paramétrise U par la fonction v: t € [0, 2] — e, Vérifier que §uP(z)dz = 0.
En fait, cette derniére égalité reste valable pour n’importe quel lacet.

b) On considére un lacet de C, formé du segment de I'axe réel [—1,1] et du demi-cercle unité parcouru par e,
pour ¢ € [0, 7].
Vérifier que

1 T
f P(t) dt+f P(e")ie? dh = 0.
—1

0
c) % On suppose que ag,...,aq € R. En appliquant la relation précédente & un polyndme judicieux, établir
I'inégalité de Hilbert :
d
aray 2
" § Vi 2 ak.
0<k,(<d k+l+1 k=0

2) Principe de 'argument.

On cherche & présent a calculer Su
a) On suppose que |zg| < 1.

i) Montrer que pour tout n € N* et z € U,

n

n+1 1
Z— 2 Z k“ ( ) z2—zy

ii) En déduire que pour tout n € N, on peut écrire SU

que |Rn| m) 0.

iii) Conclusion ?

T = 2im + Ry, o R, est une suite complexe telle

= 0.

Plus généralement, si P est un polynome et v est un lacet simple (qui ne se recoupe pas) qui tourne dans le sens
trigonométrique, l’intégrale 2m Sr P((Zz)) dz donne le nombre de racines de P (comptées avec multiplicité) qui sont

a Uintérieur du lacet T'.

b) s On suppose que |z9| > 1. Montrer que Su

zZ—Zz0

Exercice 4. Densité dans N.
I. Pour A « N* et n € N*, on note ¢, (A4) = |4 n [1,n])| = Card A n [1,n] et d,(A) = enld)

n
On dit qu'une partie A € N* admet une densité si la suite d,,(A) admet une limite quand n — +00. Dans ce cas, on
note d(A) cette limite, appelée densité de A dans N.

1) Propriétés élémentaires.
a) Montrer que si A € N* admet une densité, alors d(A) € [0, 1].
b) Si A est fini, existence et valeur de d(A)?
c) Si A admet une densité, montrer que A admet une densiteé.
d) Soit p € N*. Montrer que A = pN* = {pn, n € N*} admet une densité.



2) Exemples
a) Montrer que ’ensemble des carrés parfaits est de densité nulle.
b) Soit € > 0. Montrer que si A a une densité non nulle, alors pour n assez grand A n [n, (1 + €)n] est non vide.
¢) Donner un exemple d’une partie qui n’admet pas de densité.
d) % Quelle est la densité de ensemble des entiers dont I’écriture décimale ne comporte aucun 9?7
3) Densité vis-a-vis d’une partie.

. % . " e . |[AnBn[1,n]]
Soit B < N*. On dit que A © N* est de densité 1 dans B si BAlnll 7S T0 1.

a) Si B est fini, & quelle condition A est-elle de densité 1 dans B?
b) Si A est de densité 1 dans N et B admet une densité p > 0 dans N, montrer que A est de densité 1 dans B.
c) Soit p € N*. On note, pour i € [0,p — 1]}, B; = {n € N* | n = i[p]}. Montrer que A  N* est de densité 1
dans N* si et seulement si A est de densité 1 dans chacun des B;.
II. % (D’aprés un oral X) Soit A = N* une partie admettant une densité d > 0. On pose @ = {%, a,be A}.

1) Montrer que @ est dense dans R..

2) On suppose que d = 1. Montrer que @ = Q*.
3) Soit € > 0. Montrer qu’il existe une partie A < N* de densité d > 1 — ¢ avec Q # Q%.
Exercice 5. & % Suites sous-additives. Soit (u,) une suite positive vérifiant Vp,q € N, upiq < up + ug.
1. Montrer que {%=, n € N*} admet une borne inférieure m.
2. Soit ¢ € N*. Montrer qu'’il existe une constante C, € R telle que
Yn = q, Un Yo Za
n q n

3. En déduire que la suite (%) converge vers m.

Indications Exercice 1.

I. 2) On ne peut pas montrer par récurrence la propriété ¥n € N, z, # 0. On peut éventuellement montrer une
assertion plus forte par récurrence, ou chercher & utiliser la premiére question.

II. 1) Ecrire z, = |2,|e".

3H sin x
ITII. 2) Utiliser =2 =70 b

Indications Exercice 2.

I. 1) Si(B,) et (A,) sont deux telles suites, montrer par récurrence sur n € N que B, = A,,.
3) Que dire de B, (1) — B,(0)?

II. 1) Utiliser 'unicité de la premiére question.

Indications Exercice 3.

I. 2) a) Il existe 6 € R tel que SZ f(t)dt = e

b
§. f(0) dt‘.
b) Il s’agit de commencer par justifier que, pour c € C, Re (c SZ ft) dt) = SZ Re (cf(t)) dt.

II. 1) b) On trouve 27a,.

2) a) Il s'agit de justifier que I'ensemble {P(z), z € U} est bornée, donc de majorer, pour z € U, |P(2)|, d’'une
maniére indépendante de z.

b) 1l s’agit de justifier que Vk € [[0,d]}, on a |ax| < sup|P(e™)].
0eR

III. 1) c) Considérer le polynome réel P2

Indications Exercice 4.

I. 1) a) Pour obtenir 0 < d(A4) < 1, on écrit un encadrement, pour tout n € N, de d,,(A), et on passe a la limite

les inégalités.
c) Relier d,(A) et d,,(A).
d) Donner une expression explicite de d,,(A).
2) b) Par l'absurde, si A n [n, (1 +¢)n] = &, minorer d|(14cn|-

c) Prendre une partie qui contient tous les éléments entre 227 et 22P+1 et aucun élément entre 2271 et 22(p+2)

Justifier que cette partie n’admet pas de densité revient & montrer qu’une suite diverge, en explicitant deux
suites extraites.

II. 1) Utiliser le fait que A intersecte [n, (1 + £)n] pour n assez grand.
2) Pour p,q € N*, cela revient & montrer que pA intersecte gA.
Indications Exercice 5.
2. Considérer la division euclidienne de n par q.
3. Soit € > 0.



