
DM n°10
Exercice 1. On note E1, . . . , En les vecteurs élémentaires de Rn. On considère ∆ “ tX P Rn | @i, xi ě 0 et x1 ` ¨ ¨ ¨ `

xn “ 1u. On note X ď Y si @i, xi ď yi, et E P Rn le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1.
I. Étude des ensembles donnés
1) Vérifier brièvement que ď est une relation d’ordre sur Rn. Est-elle totale ?
2) On identifie l’ensemble Rn à des matrices colonnes, et l’ensemble M1,1pRq à R.

a) Pour X,Y P Rn, calculer XTY . Pour X P ∆, que dire de XTE ?
b) Pour A P MnpRq, donner une expression de XTAY . En déduire la valeur de ET

i AEj .

Dans tout le problème, on considère, pour une matrice de A P MnpRq, les quantités

maximinpAq “ sup
XP∆

ˆ

inf
Y P∆

XTAY

˙

et minimaxpAq “ inf
Y P∆

ˆ

sup
XP∆

XTAY

˙

II. Étude de matrices particulières. On considère S “

¨

˝

0 1 ´1
´1 0 1
1 ´1 0

˛

‚et J “

¨

˝

0 1 0
0 0 1
1 0 0

˛

‚.

1) Etude des puissances de S.
a) Décrire les puissances de J . La matrice J est-elle inversible ?
b) Exprimer S en fonction de J et J2. En déduire que S3 “ ´3S.
c) La matrice S est-elle inversible ?
d) Exprimer, pour k ě 1, la matrice Sk simplement, en fonction de la parité de k.

2) Dans cette partie, on prend n “ 3. On considère X P ∆, que l’on écrit X “

¨

˝

x1

x2

x3

˛

‚.

a) Montrer que pour tout i, j P rr1, 3ss, xi ´ xj P r´1, 1s et calculer px3 ´ x2q ` px1 ´ x3q ` px2 ´ x1q.

b) Donner, pour tout Y “

¨

˝

y1
y2
y3

˛

‚ P ∆ l’expression de XTSY . En déduire que :

inf
Y P∆

XTSY “ min px3 ´ x2, x1 ´ x3, x2 ´ x1q

Indication : Ici pour montrer que inf A “ α : montrer que α est un minorant, et qu’il est atteint (α P A).
c) Montrer que maximinpSq “ 0 et que cette valeur est atteinte pour un vecteur X à préciser.

Un raisonnement similaire permettrait de montrer que minimaxpSq “ 0, donc que l’on a minimaxpSq “ maximinpSq,
qui est un cas particulier du théorème du minimax de von Neumann.

Exercice 2. Soit k ě 3. On considère une suite pxnqně0 définie par x0, . . . , xk´1 et la relation de récurrence

@n P N, xn`k “
xn ` xn`1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn`k´1

k
.

On considère alors, pour tout n ě 0, Mn “ maxpxn, xn`1, . . . , xn`k´1q et mn “ minpxn, xn`1, . . . , xn`k´1q.
1. Montrer que @n P N, Mn ě xn`k ě mn. En déduire que pMnq est décroissante et que pmnq est croissante.
2. Montrer que pMnq et pmnq sont convergentes. On note L et ℓ leurs limites. Montrer que L ě ℓ.

3. Montrer que @n ě 0, xn`k ě
Mn ` pk ´ 1qmn

k
.

4. On procède par l’absurde pour montrer que L “ ℓ. On suppose que L ą ℓ et on pose ε “ L ´ ℓ ą 0.

(a) Montrer qu’il existe n0 tel que @n ě n0, mn ě ℓ ´
ε

k
.

(b) En déduire que pour n ě n0, xn`k ě ℓ ` ε
k ´ pk ´ 1q ε

k2 , et aboutir à une contradiction.
5. Montrer que pxnq converge.
6. Pour n ě 0, on pose yn “

řk´1
j“0 pj ` 1qxn`j .

(a) Montrer que pynq est constante.

(b) En déduire que xn ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

x0 ` 2x1 ` ¨ ¨ ¨ ` kxk´1

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` k
.

7. Interprétation matricielle de la récurrence, et calcul de la limite. Pour n P N, on pose Vn “

¨

˚

˚

˚

˝

xn

xn`1

...
xn`k´1

˛

‹

‹

‹

‚

P Rk.

(a) Expliciter une matrice A P MkpRq telle que @n P N, Vn`1 “ AVn.
(b) Résoudre l’équation ATX “ X, d’inconnue X P Rk. Expliciter en particulier un vecteur XK à coefficients

entiers non nul vérifiant ATXK “ XK.
(c) Montrer que

`

XT
KVn

˘

nPN
est constante.

(d) En déduire que xn ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

x0 ` 2x1 ` ¨ ¨ ¨ ` kxk´1

1 ` 2 ` ¨ ¨ ¨ ` k
.



Exercice 3. L’objectif est l’étude des ensembles N2 “ ta2`b2, pa, bq P N2u et N4 “ ta2`b2`c2`d2, pa, b, c, dq P N4u.
I. Préliminaires sur N2.
1) Montrer que 3 R N2, et plus généralement, que si n ” 3r4s, n R N2.
2) En remarquant que les éléments de N2 sont exactement les modules au carré de nombres complexes à coefficients

entiers, montrer que N2 est stable par produit, c’est-à-dire que si n,m P N2, alors nm P N2.

II. Stabilité par produit de N4, On considère l’ensemble H “

"ˆ

z1 z2
´z2 z1

˙

, z1, z2 P C

*

.

a) Montrer que H est stable par produit.
b) Pour M P H, calculer detM . En utilisant detpABq “ detAdetB, montrer que N4 est stable par produit.

III. Deux théorèmes de géométrie des nombres de Minkowki.
Une partie de A Ă R2 est dite
(i) symétrique par rapport à l’origine si @x P A, ´x P A.
(ii) convexe si @u, v P A, @λ P r0, 1s, λu ` p1 ´ λqv P A (l’addition est l’addition vectorielle dans R2).
Dans la suite, on considère une partie A non vide, convexe, bornée et symétrique par rapport à l’origine.
1) Préliminaires.

a) Montrer que p0, 0q P A.
b) Soit M P M2pRq, et m : X ÞÑ MX l’application linéaire associée. Montrer que m´1pAq est convexe.

2) On suppose que A est d’aire ą 4. On veut montrer que A contient un point de Z2 différent de l’origine.
a) Pour pi, jq P Z2, on considère Cpi,jq le carré plein de centre p2i, 2jq et de côté de longueur 2.

Justifier brièvement l’existence d’un ensemble fini K Ă Z2 tel que A “
ď

pi,jqPK

`

A X Cpi,jq

˘

.

b) Pour pi, jq P K, on note C̃A
i,j l’image de A X Cpi,jq par la translation de vecteur p´2i,´2jq.

En utilisant que
ř

pi,jqPK Aire
`

C̃A
i,j

˘

ą 4, justifier l’existence de u1 ‰ u2 P A tels que u1´u2 soit à coordonnées
entières paires.

c) Conclure.
Le résultat reste valable en dimension n, si le volume de A est ą 2n, c’est un théorème de Minkowski.

3) Soient v1 “

¨

˝

a
c

˛

‚, v2 “

¨

˝

b
d

˛

‚ deux vecteurs de R2 non colinéaires et R “ Zv1 ` Zv2 le réseau engendré par v1 et v2.

On admet que si M “

ˆ

a b
c d

˙

, l’application linéaire m : R2 Ñ R2 multiplie les aires par |ad ´ bc|, c’est-à-dire

que pour toute partie A Ă R2 admettant une aire, Aire
`

mpAq
˘

“ |ad ´ bc|Aire
`

A
˘

.
a) On considère P “ tx1v1 ` x2v2, px1, x2q P r0, 1s2u. Représenter P dans un cas particulier au choix.

Expliciter une application linéaire m telle que P “ mpr0, 1s2q. Quelle est l’aire de P ?
b) En appliquant III.2), montrer que si AirepAq ą 4|ad ´ bc|, alors A X R contient au moins deux éléments.
Le résultat s’étend en dimension n, en remplaçant le facteur 4 par 2n.

IV. On considère un nombre premier p vérifiant p ” 1r4s, l’objectif est de montrer que p P N2.
1) Existence d’une racine de ´1 modulo p.

a) Montrer que x2 ” 1rps si et seulement si x ” ˘1rps.Indication : Si p premier divise ab, alors p | a ou p | b.
b) En appliquant le théorème de Bézout, justifier que pour tout élément a P rr1, p ´ 1ss, il existe un unique

élément b P rr1, p ´ 1ss tel que ab ” 1rps, appelé inverse de a modulo p.
c) En regroupant chaque facteur avec son inverse dans le produit pp ´ 1q!, montrer le théorème de Wilson :

pp ´ 1q! ” ´1rps.
d) En déduire l’existence de a P Z tel que a2 ` 1 ” 0rps.

2) On considère le réseau R “ Z

¨

˝

p
0

˛

‚` Z

¨

˝

a
1

˛

‚ et A “ DpO,
?
2pq, le disque ouvert (sans le bord) de rayon

?
2p centré

en l’origine. En appliquant un théorème de Minkowski, montrer que p P N2.
V. On considère un nombre premier p impair.
1) Montrer que pour tout a P rr1, p ´ 1ss, l’équation x2 ” arps a ou bien 2, ou bien aucune solution dans rr1, p ´ 1ss.

En déduire le nombre de a P rr1, p ´ 1ss qui sont des carrés modulo p.
2) Montrer qu’il existe x, y P rr0, p ´ 1ss tel que p | x2 ` y2 ` 1.

Indication : Utiliser la question précédente : est il possible que tx2 rpsu et t´y2 ´ 1 rpsu soient disjoints ?
3) En considérant le réseau de R4 engendré par pp, 0, 0, 0q, p0, p, 0, 0q, px, y, 1, 0q et py,´x, 0, 1q, dont le volume

du parallélépipède fondamental vaut p2 (le déterminant de la matrice triangulaire supérieure formée des quatre
vecteurs), montrer que p P N4. On pourra admettre que le volume d’une boule de rayon r dans R4 est π2r4

2 .
VI. Conclusion.
1) Montrer le théorème des quatre carrés de Lagrange : N4 “ N.
2) Soit p premier, avec p ” 3r4s. En utilisant le théorème de Fermat, montrer que ´1 n’est pas un carré modulo p.

En déduire que si p | x2 ` y2, alors p | x et p | y.
3) En déduire quels sont les p premiers appartenant à N2, puis une description des éléments de N2, en termes de

leur décomposition en facteurs premiers.


