DM n°10

Exercice 1. On note E, ..., E, les vecteurs élémentaires de R™. On considére A = {X e R" | Vi, z; > 0et x1 +--- +
Zn = 1}. On note X <Y si Vi, z; < y;, et E € R™ le vecteur dont toutes les coordonnées valent 1.

I. Etude des ensembles donnés
1) Vérifier briévement que < est une relation d’ordre sur R™. Est-elle totale ?
2) On identifie 'ensemble R™ & des matrices colonnes, et ’ensemble M; 1(R) & R.

a) Pour X,Y € R", calculer X7Y. Pour X € A, que dire de XTE?
b) Pour A€ M,(R), donner une expression de X7 AY. En déduire la valeur de E! AFE;.

Dans tout le probléme, on considére, pour une matrice de A € M,,(R), les quantités

maximin(A) = sup <inf XTAY> et minimax(A4) = inf (sup XTAY>
XeA \YeA YeA \ xeA
0 1 -1 0
II. Etude de matrices particuliéres. On considére S = [ —1 0 1 JetJ=10
1 -1 0 1

OO =

0
1.
0
1) Etude des puissances de S.

a) Décrire les puissances de J. La matrice J est-elle inversible ?

b) Exprimer S en fonction de J et J2. En déduire que S = —35.

¢) La matrice S est-elle inversible ?

d) Exprimer, pour k > 1, la matrice S* simplement, en fonction de la parité de k.

z3

€1
2) Dans cette partie, on prend n = 3. On considére X € A, que l'on écrit X = (zz)
a) Montrer que pour tout ¢,j € [[1, 3], z; — x; € [-1,1] et calculer (x3 — x2) + (z1 — x3) + (x2 — 21).

n
b) Donner, pour tout Y = (y2> € A l'expression de X7 SY. En déduire que :
Y3
ian XTSY = min (373 — T2,T1 — X3,T2 — 561)
€

Indication : Ici pour montrer que inf A = « : montrer que o est un minorant, et qu’il est atteint (o€ A).
¢) Montrer que maximin(S) = 0 et que cette valeur est atteinte pour un vecteur X a préciser.

Un raisonnement similaire permettrait de montrer que minimax(S) = 0, donc que I’on a minimax(S) = maximin(.5),
qui est un cas particulier du théoréme du minimax de von Neumann.

Exercice 2. Soit k£ > 3. On considére une suite (2,,)n>0 définie par zg,...,z;_1 et la relation de récurrence

Tp + Tpt1 + 0+ Tpgk—1
A .

Vn e N, Tn+k =

On cousideére alors, pour tout n >0, M, = max(Tn, Tni1,---, Tntk-1) €t My = Min(Tp, Ty, - Tnirk—1)-
Montrer que VYn € N, M,, = x4k = m,. En déduire que (M,,) est décroissante et que (m,,) est croissante.
Montrer que (M,) et (m,,) sont convergentes. On note L et ¢ leurs limites. Montrer que L > /.

M, + (k—1)m,

k
On procéde par I’absurde pour montrer que L = £. On suppose que L > £ et on pose ¢ = L — ¢ > 0.

Montrer que Vn =0, xp4; =

L

€
(a) Montrer qu’il existe ng tel que  Vn = ng, my, > £ — e

(b) En déduire que pour n > ng, T = £+ £ — (k — 1)%, et aboutir & une contradiction.
5. Montrer que (z,) converge.

6. Pour n > 0, on pose ¥, = Z;:é(j + Dany.
(a) Montrer que (y,) est constante.
To+ 221 + -+ kxp_q

n— +0w 1+24---+k

(b) En déduire que z,

7. Interprétation matricielle de la récurrence, et calcul de la limite. Pour n € N, on pose V,, =

o ] e RF.
(a) Expliciter une matrice A € My(R) telle que Vn e N, V,, 41 = AV,,.

(b) Résoudre I'équation ATX = X, d’inconnue X € R¥. Expliciter en particulier un vecteur X, a coefficients
entiers non nul vérifiant ATX, = X .

(c) Montrer que (XTV,) _ est constante.
ro+ 221 + -+ kg1
n— +0 1+2+--+k

(d) En déduire que x,



Exercice 3. L'objectif est 'étude des ensembles Na = {a®+b?, (a,b) € N*} et Ny = {a® +b*>+c?+d?, (a,b,c,d) € N*}.
I. Préliminaires sur Ns.
1) Montrer que 3 ¢ N3, et plus généralement, que si n = 3[4], n ¢ Ns.
2) En remarquant que les éléments de N> sont exactement les modules au carré de nombres complexes a coefficients
entiers, montrer que Ny est stable par produit, c’est-a-dire que si n,m € Na, alors nm € Ns.

II. Stabilité par produit de Ny, On considére 'ensemble H = {( “1 Z2> , 21,22 € C}.

—Z2 21
a) Montrer que H est stable par produit.
b) Pour M € H, calculer det M. En utilisant det(AB) = det A det B, montrer que Ny est stable par produit.
ITI. Deux théorémes de géométrie des nombres de Minkowki.
Une partie de A < R? est dite
(i) symétrique par rapport a l'origine si Vo € A, —x € A.
(i1) convexe si Vu,ve A, VA€ [0,1], Au+ (1 — N)ve A (I'addition est I'addition vectorielle dans R?).
Dans la suite, on considére une partie A non vide, convexe, bornée et symétrique par rapport a ’origine.
1) Préliminaires.
a) Montrer que (0,0) € A.
b) Soit M € M3(R), et m: X — MX l'application linéaire associée. Montrer que m~!(A) est convexe.
2) On suppose que A est d’aire > 4. On veut montrer que A contient un point de Z? différent de I’origine.
a) Pour (4, j) € Z2, on considére C(; ;) le carré plein de centre (2i,2j) et de coté de longueur 2.

Justifier briévement l’existence d’un ensemble fini K < Z? tel que A = U (A N C(i,j))~
(i,9)eK
b) Pour (i,5) € K, on note C’fj I'image de A n C; ;) par la translation de vecteur (—2i, —2j).
En utilisant que Z(i) yex Aire (éﬂ) > 4, justifier 'existence de u; # us € A tels que u; —us soit & coordonnées
entiéres paires.
c) Conclure.
Le résultat reste valable en dimension n, si le volume de A est > 2™, c¢’est un théoréeme de Minkowski.

3) Soient vy = (a>’ Vg = (Z) deux vecteurs de R? non colinéaires et R = Zv; 4+ Zvs le réseau engendré par vy et vs.
c

On admet que si M = (Ccl Z), I'application linéaire m: R? — R? multiplie les aires par |ad — be|, c’est-a-dire

que pour toute partie A < R? admettant une aire, Aire (m(A)) = |ad — be| Aire (A).
a) On considére P = {x1v; + 2209, (1, 72) € [0,1]%}. Représenter P dans un cas particulier au choix.
Expliciter une application linéaire m telle que P = m([0,1]?). Quelle est I’aire de P ?
b) En appliquant III.2), montrer que si Aire(A) > 4|ad — bc|, alors A n R contient au moins deux éléments.
Le résultat s’étend en dimension n, en remplacant le facteur 4 par 2™.
IV. On considére un nombre premier p vérifiant p = 1[4], I'objectif est de montrer que p € N>.

1) Existence d’une racine de —1 modulo p.

a) Montrer que 22 = 1[p] si et seulement si # = +1[p]. Indication : Si p premier divise ab, alors p | a ou p | b.

b) En appliquant le théoréme de Bézout, justifier que pour tout élément a € [[1,p — 1], il existe un unique
éléement b € [[1,p — 1] tel que ab = 1[p], appelé inverse de a modulo p.

¢) En regroupant chaque facteur avec son inverse dans le produit (p — 1)!, montrer le théoréme de Wilson :
(p—1!'=—1[p].

d) En déduire l'existence de a € Z tel que a® + 1 = 0[p].

2) On considére le réseau R = Z(g) +Z (clz) et A = D(0,+/2p), le disque ouvert (sans le bord) de rayon +/2p centré
en l'origine. En appliquant un théoréme de Minkowski, montrer que p € Ns.

V. On considére un nombre premier p impair.

1) Montrer que pour tout a € [[1,p — 1]], 'équation 2% = a[p] a ou bien 2, ou bien aucune solution dans [[1,p — 1].
En déduire le nombre de a € [[1,p — 1]] qui sont des carrés modulo p.

2) Montrer qu'il existe x,y € [[0,p — 1] tel que p | 2% + y* + 1.

Indication : Utiliser la question précédente : est il possible que {x? [p]} et {—y* — 1[p]} soient disjoints ?

3) En considérant le réseau de R* engendré par (p,0,0,0), (0,p,0,0), (z,y,1,0) et (y,—z,0,1), dont le volume
du parallélépipéde fondamental vaut p? (le déterminant de la matrice triangulaire supérieure formée des quatre
vecteurs), montrer que p € Ny. On pourra admettre que le volume d'une boule de rayon r dans R* est 77227#‘

VI. Conclusion.

1) Montrer le théoréme des quatre carrés de Lagrange : Ay = N.

2) Soit p premier, avec p = 3[4]. En utilisant le théoréme de Fermat, montrer que —1 n’est pas un carré modulo p.
En déduire que si p | 22 +y2, alors p |z et p | y.

3) En déduire quels sont les p premiers appartenant a A, puis une description des éléments de N5, en termes de
leur décomposition en facteurs premiers.



