DM n°14

Facultatif : A partir de 11)3) de I'exercice 2, et les oraux & partir de Mines/Centrale.
Exercice 1.

1. Soit n € N. Montrer que I'équation z* + 2% = n admet une unique solution = > 0, que I'on notera z,,.
Montrer que (z,,) est croissante.
Montrer que x, S ro T
Montrer que x, ~14 nt/4,

Montrer que 24 =n —n** + 0,4 (n*4)

A

En déduire que z, = n'/* — 1 + 0, ,(1).
7. Montrer que z, = n'/* — 2 + S~V 4 o, (n=14).
Exercice 2. Théoréme de Weierstrass. L’objectif est de démontrer le théoréme d’approximation polynomiale

de Weierstrass : si f: [a,b] — R est une fonction continue, on peut approcher f uniformément par des fonctions
polynomiales, au sens ou pour tout € > 0, il existe P € R[X] tel que Vt € [a,b], | f(t) — P(t)| <e.

I. Noyaux trigonométriques

1) Construction.

* 1 k M@
Pour n € N*, on considére F,,: 6 — Zk 0 2ue—i €

a) Justifier que F, est a valeurs réelles, qu’elle est continue, paire et 27-périodique, et que Siﬂ F,(t)dt = 2m.

, no N 2
b) Pour 0 # 0[27], calculer Z];:_k e*? . puis montrer que F, () = 1 (Sm 30) .

n sin 5
Le noyau de Féjer F,, est une approrimation de l'unité : une suite de fonctions positives, de moyennes 1, dont le
poids est de plus en plus concentré autour de 0 (en particulier, F,,(0) = n — 400).
On note K, = {"_F,(t)?dt > 0 et J,, = = F2, de sorte que {"_ J,,(¢)dt = 1.

c) % Montrer qu’il existe by, ...,b,—1 € R tels que

n—1

VteR, F,(t Z by cos(kt).

puis qu’il existe ag, a1,...,as,_2 € R tels que
2n—2
VteR, J,(t Z ay, cos(kt).
k=0

2) Préliminaires classiques.
a) Factoriser l'expression trigonométrique cos(k(6 + t)) + cos(k(6 —t)).
b) On considére une fonction f: [0,1] — R continue.
i) Montrer que si f est paire, {*  f(t)dt = 2§ f(t
ii) Montrer que si f est T-périodique, pour tout a € R, So t)dt = SHT f(¢)de.
On rappelle qu’il existe un unique polynéme T,, € R,,[X] tel que VG € R, T, (cos ) = cos(nh).
3) Convolution par J,,.

a) En utilisant la périodicité de J,,, montrer que pour § € R,

T 1 us

J F(cos(0 — ) Ju(t)dt = 3 [ Fleost) (7u(0 + 1) + 1u(0 — 1) .

b) En utilisant la question I.1)c) et les polynomes de Tchebychev, en déduire qu’il existe un polynéme Q €
Ran—2[X] tel que

us

V8 eR, Q(cosb) = f f(cos( —t))J,(t)dt.

—T

La fonction J, étant une approzimation de l'unité, lintégrale S f(cos(@ — t)) w(t)dt est une moyenne des
valeurs de f, fortement concentré en t = 0, elle devrait étre pmche de f(cos®), et le polynome Q trouvé devrait
approcher f de maniére uniforme.

I1. Estimation asymptotique d’une intégrale.
On rappelle que S:r Jn(t)dt = 1. On va quantifier le fait que U'intégrale de la fonction J,, est concentrée au voisinage
de 0, en montrant que la quantité I,, = §*_ [¢[.J,(t) dt est en O(L).



1) Montrer que pour tout n > 1,

r |t| T (t) dt = §o tFu(t)*dt

. C (S Fa(t)2dt
2) Majoration du numérateur.
a) Montrer que la suite u,, = T’W/ 2 S”;% du est croissante, et en déduire qu’elle converge.
b) On note v,, = g Sin;%t dt. Justifier qu’on peut donner un sens a cette intégrale, puis que v, = O(n?).

c) En utilisant une inégalité de concavité, montrer que Vu € [O,g], on a sinu = 27“
d) En déduire que § tF,(t)%dt = Op—io0(1).
3) Minoration du dénominateur.

a) Justifier 'existence des intégrales, et montrer que

b) En déduire que W =

On en déduit que I, = O (%)
ITI. Théoreme de Weierstrass.
Soit f e C([-1,1],R).

1) Dans cette question uniquement, on suppose que f est de classe C1. On rappelle que S:T Jn(t)dt = 1.

Montrer que pour tout 0 € R,

T

’f(cos@)—[ f(cos(0 —1))Jn(t)] < sup |f'(¢)| L.

—7 [—1,1]

En déduire que pour tout € > 0, il existe un polynome @Q € R[X] tel que Vz € [—1,1], | f(z) — Q(x)| < e.
2) Module d’uniforme continuité.

Pour h € R., on note
wy(h) = sup{|f(z) = f(y)l, z,y € [-1,1] tq |z — y[ < h}.
a) Justifier que wy définit une fonction Ry — Ry.
b) Montrer que wy est croissante.
c) Montrer que Yo, = 0, wi(a + ) < wp(a) +ws(B).
d) Montrer que pour tout A\, h € Ry wy(Ah) < (A + 1wy (h).
3) Majoration de lerreur d’approximation.

a) Montrer que
1
Vt,0 e R, wy(|cosd —cos(d —1t)]) < (n|t] + wy (n) .
b) En déduire qu’il existe a > 0, indépendante de f et n telle que

s

V0 e R, 'f(cosé)) - f

—T

f(cos(0 —1))Jn(t) dt' < awy (i) :

c) En déduire le théoréme de Weierstrass pour toute fonction f: [—1,1] — R continue.
d) En déduire le théoréme de Weierstrass pour toute fonction f: [a,b] — R continue.
Indications Exercice 1.
2. Noter f: x — z* + 3. Quelles relations peut-on écrire entre x,,, T,,1 et f. Puis utiliser une propriété de f.
3. On peut raisonner par ’absurde.
4. Ecrire une égalité faisant intervenir z,,. Donner un équivalent de ce qui est a droite, et un de ce qui est & gauche.
Ces deux équivalents doivent étre équivalents.
5. Justifier.
6. Utiliser I'égalité précédente.
7. 1l s’agit de réinjecter le DL trouvé précédent dans I’équation sur z,,, et d’utiliser un DL5(0) de (1 4 x)°.
Indications Exercice 2.

I. 1) a) Pour montrer que J, est a valeurs réelles : Montrer que F,,(6) = F,(6).
2) b) ii) Dériver la fonction g: a — SZJrT f(t)de.
3) a) On montre que le terme de gauche est égal a I'intégrale S:T f(cost)J, (0 + t)dt, et & la méme quantité avec
6 —t (J, est paire).
II. 2) a) Majorer, en utilisant sin* < 1.

.4
b) La fonction g: ¢t — smts est prolongeable par continuité en 0.

III. 1) Remplacer f(cos®) par §" _ f(cos6)J,(t)dt.
2) a) Uniforme continuité.




