
DM n°14

Facultatif : À partir de II)3) de l’exercice 2, et les oraux à partir de Mines/Centrale.
Exercice 1.

1. Soit n P N. Montrer que l’équation x4 ` x3 “ n admet une unique solution x ě 0, que l’on notera xn.
2. Montrer que pxnq est croissante.
3. Montrer que xn ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

` 8.

4. Montrer que xn „`8 n1{4.
5. Montrer que x4

n “ n ´ n3{4 ` o`8

`

n3{4
˘

6. En déduire que xn “ n1{4 ´ 1
4 ` o`8p1q.

7. Montrer que xn “ n1{4 ´ 1
4 ` 3

32n
´1{4 ` o`8pn´1{4q.

Exercice 2. Théorème de Weierstrass. L’objectif est de démontrer le théorème d’approximation polynomiale
de Weierstrass : si f : ra, bs Ñ R est une fonction continue, on peut approcher f uniformément par des fonctions
polynomiales, au sens où pour tout ε ą 0, il existe P P RrXs tel que @t P ra, bs, |fptq ´ P ptq| ď ε.
I. Noyaux trigonométriques
1) Construction.

Pour n P N˚, on considère Fn : θ ÞÑ 1
n

řn´1
k“0

řk
ℓ“´k e

iℓθ.

a) Justifier que Fn est à valeurs réelles, qu’elle est continue, paire et 2π-périodique, et que
ş2π

0
Fnptqdt “ 2π.

b) Pour θ ı 0r2πs, calculer
řk

ℓ“´k e
iℓθ, puis montrer que Fnpθq “ 1

n

´

sin nθ
2

sin θ
2

¯2

.

Le noyau de Féjer Fn est une approximation de l’unité : une suite de fonctions positives, de moyennes 1, dont le
poids est de plus en plus concentré autour de 0 (en particulier, Fnp0q “ n Ñ `8).
On note Kn “

şπ

´π
Fnptq2 dt ą 0 et Jn “ 1

Kn
F 2
n , de sorte que

şπ

´π
Jnptqdt “ 1.

c) ⋆ Montrer qu’il existe b0, . . . , bn´1 P R tels que

@t P R, Fnptq “

n´1
ÿ

k“0

bk cospktq.

puis qu’il existe a0, a1, . . . , a2n´2 P R tels que

@t P R, Jnptq “

2n´2
ÿ

k“0

ak cospktq.

2) Préliminaires classiques.
a) Factoriser l’expression trigonométrique cospkpθ ` tqq ` cospkpθ ´ tqq.
b) On considère une fonction f : r0, 1s Ñ R continue.

i) Montrer que si f est paire,
şa

´a
fptqdt “ 2

şa

0
fptqdt.

ii) Montrer que si f est T -périodique, pour tout a P R,
şT

0
fptqdt “

şa`T

a
fptqdt.

On rappelle qu’il existe un unique polynôme Tn P RnrXs tel que @θ P R, Tnpcos θq “ cospnθq.
3) Convolution par Jn.

a) En utilisant la périodicité de Jn, montrer que pour θ P R,
ż π

´π

f
`

cospθ ´ tq
˘

Jnptqdt “
1

2

ż π

´π

fpcos tq
`

Jnpθ ` tq ` Jnpθ ´ tq
˘

dt.

b) En utilisant la question I.1)c) et les polynômes de Tchebychev, en déduire qu’il existe un polynôme Q P

R2n´2rXs tel que

@θ P R, Qpcos θq “

ż π

´π

f
`

cospθ ´ tq
˘

Jnptqdt.

La fonction Jn étant une approximation de l’unité, l’intégrale
şπ

´π
f

`

cospθ ´ tq
˘

Jnptqdt est une moyenne des
valeurs de f , fortement concentré en t “ 0, elle devrait être proche de fpcos θq, et le polynôme Q trouvé devrait
approcher f de manière uniforme.

II. Estimation asymptotique d’une intégrale.
On rappelle que

şπ

´π
Jnptqdt “ 1. On va quantifier le fait que l’intégrale de la fonction Jn est concentrée au voisinage

de 0, en montrant que la quantité In “
şπ

´π
|t|Jnptqdt est en Op 1

n q.



1) Montrer que pour tout n ě 1,
ż π

´π

|t|Jnptqdt “

şπ

0
tFnptq2 dt

şπ

0
Fnptq2 dt

.

2) Majoration du numérateur.

a) Montrer que la suite un “
şnπ{2

1
sin4 u
u3 du est croissante, et en déduire qu’elle converge.

b) On note vn “
şπ

0

sin4 nt
2

t3 dt. Justifier qu’on peut donner un sens à cette intégrale, puis que vn “ Opn2q.
c) En utilisant une inégalité de concavité, montrer que @u P

“

0,π2
‰

, on a sinu ě 2u
π .

d) En déduire que
şπ

0
tFnptq2 dt “ OnÑ`8p1q.

3) Minoration du dénominateur.
a) Justifier l’existence des intégrales, et montrer que

@n ě 1,

ż π

0

sin4 nt
2

t4
dt ě

n3

8

ż π{2

0

sin4 u

u4
du.

b) En déduire que 1
şπ
0
Fnptq2 dt

“ Op 1
n q.

On en déduit que In “ O
`

1
n

˘

.
III. Théorème de Weierstrass.
Soit f P Cpr´1, 1s,Rq.
1) Dans cette question uniquement, on suppose que f est de classe C1. On rappelle que

şπ

´π
Jnptqdt “ 1.

Montrer que pour tout θ P R,
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpcos θq ´

ż π

´π

f
`

cospθ ´ tq
˘

Jnptq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď sup
r´1,1s

|f 1ptq| In.

En déduire que pour tout ε ą 0, il existe un polynôme Q P RrXs tel que @x P r´1, 1s, |fpxq ´ Qpxq| ď ε.
2) Module d’uniforme continuité.

Pour h P R`, on note
ωf phq “ supt|fpxq ´ fpyq|, x, y P r´1, 1s tq |x ´ y| ď hu.

a) Justifier que ωf définit une fonction R` Ñ R`.
b) Montrer que ωf est croissante.
c) Montrer que @α, β ě 0, ωf pα ` βq ď ωf pαq ` ωf pβq.
d) Montrer que pour tout λ, h P R` ωf pλhq ď pλ ` 1qωf phq.

3) Majoration de l’erreur d’approximation.
a) Montrer que

@t, θ P R, ωf p| cos θ ´ cospθ ´ tq|q ď pn|t| ` 1qωf

ˆ

1

n

˙

.

b) En déduire qu’il existe a ą 0, indépendante de f et n telle que

@θ P R,

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpcos θq ´

ż π

´π

f
`

cospθ ´ tq
˘

Jnptqdt

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď aωf

ˆ

1

n

˙

.

c) En déduire le théorème de Weierstrass pour toute fonction f : r´1, 1s Ñ R continue.
d) En déduire le théorème de Weierstrass pour toute fonction f : ra, bs Ñ R continue.

Indications Exercice 1.
2. Noter f : x ÞÑ x4 ` x3. Quelles relations peut-on écrire entre xn, xn`1 et f . Puis utiliser une propriété de f .
3. On peut raisonner par l’absurde.
4. Écrire une égalité faisant intervenir xn. Donner un équivalent de ce qui est a droite, et un de ce qui est à gauche.

Ces deux équivalents doivent être équivalents.
5. Justifier.
6. Utiliser l’égalité précédente.
7. Il s’agit de réinjecter le DL trouvé précédent dans l’équation sur xn, et d’utiliser un DL2p0q de p1 ` xqα.

Indications Exercice 2.
I. 1) a) Pour montrer que Jn est à valeurs réelles : Montrer que Fnpθq “ Fnpθq.
2) b) ii) Dériver la fonction g : a ÞÑ

şa`T

a
fptqdt.

3) a) On montre que le terme de gauche est égal à l’intégrale
şπ

´π
fpcos tqJnpθ ` tqdt, et à la même quantité avec

θ ´ t (Jn est paire).
II. 2) a) Majorer, en utilisant sin4 ď 1.

b) La fonction g : t ÞÑ
sin4 nt

2

t3 est prolongeable par continuité en 0.
III. 1) Remplacer fpcos θq par

şπ

´π
fpcos θqJnptqdt.

2) a) Uniforme continuité.


