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Exercice 1. Taylor-Lagrange.
I. 1) Soit a ă b et φ : ra,bs Ñ R de classe Cn`1. On suppose que φpaq “ φ1paq “ ¨ ¨ ¨ “ φpnqpaq “ φpbq “ 0. En

utilisant successivement le théorème de Rolle, montrer qu’il existe c P sa,br tel que φpn`1qpcq “ 0.
2) Soit g : I Ñ R de classe Cn`1 et a P R. On suppose que gpaq “ g1paq “ ¨ ¨ ¨ “ gpnqpaq “ 0.

Soit x P I, avec x ą a.

a) Déterminer λ P R tel que la fonction φ : t ÞÑ gptq ´ λ pt´aq
n`1

pn`1q! s’annule en x. On choisit cette valeur pour
λ. Pour k P rr0, nss, que vaut φpkqpaq ?

b) Montrer qu’il existe c P sa,xr tel que gpxq “ gpn`1qpcq px´aq
n`1

pn`1q! .

Dans la suite, on pourra utiliser que si une fonction g vérifie les hypothèses de la question précédente, alors pour
tout x P I, il existe c entre a et x (ce que l’on notera c P ra,xs, même si x ă a) tel que gpxq “ gpn`1qpcq px´aq

n`1

pn`1q! .

II. Soit f : I Ñ R de classe Cn`1 et a P I. On considère le polynôme de degré ď n

P “ fpaq ` pX ´ aqf 1paq `
pX ´ aq2

2
f2paq ` ¨ ¨ ¨ `

pX ´ aqn

n!
f pnqpaq.

1) Pour k P rr0, nss, calculer P pkqpaq. Que dire de P pn`1q ?
2) Montrer la formule de Taylor-Lagrange : pour tout x P I il existe c P ra,xs tel que

fpxq “ fpaq ` px ´ aqf 1paq `
px ´ aq2

2
f2paq ` ¨ ¨ ¨ `

px ´ aqn

n!
f pnqpaq `

px ´ aqn`1

pn ` 1q!
f pn`1qpcq.

3) En déduire l’inégalité de Taylor-Lagrange :
ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

fpxq ´ fpaq ´ px ´ aqf 1paq ´
px ´ aq2

2
f2paq ´ ¨ ¨ ¨ ´

px ´ aqn

n!
f pnqpaq

ˇ

ˇ

ˇ

ˇ

ď
|x ´ a|n`1

pn ` 1q!
sup
ra,xs

|f pn`1q|.

(Par définition, sup
ra,xs

|f pn`1q| “ sup
tPra,xs

|f pn`1qptq|.)

III. On note
8
ř

k“0

un la limite, si elle existe, de la suite vn “
n
ř

k“0

uk.

1) En appliquant la formule de Taylor-Lagrange pour f “ sin, montrer que

@x P

”

0,
π

2

ı

, x ´
x3

6
ď sinx ď x ´

x3

6
`

x5

120
.

2) En utilisant l’inégalité de Taylor-Lagrange, montrer que

@x P R, ex “

`8
ÿ

n“0

xn

n!
.

Exercice 2. Soit I “ su,vr un intervalle ouvert, f : I Ñ I une application dérivable et a un point fixe de f .
On considère une suite punq définie par u0 P I et @n P N, un`1 “ fpunq. Pour n P N, on pose rn “ |un ´ a|.
I. On suppose que un Ñ a et que rn ‰ 0. Quelle est la limite de rn`1

rn
?

II. On suppose |f 1paq| ă 1. Le point fixe a est dit attractif. On considère un réel k tel que |f 1paq| ă k ă 1.
1) Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que pour tout x P I tel que |x ´ a| ă δ, on ait |fpxq ´ a| ď k|x ´ a|.
2) Montrer qu’il existe δ ą 0 tel que si r0 ă δ, on ait rn ď knr0 pour tout n. Qu’en déduit-on sur la suite punq ?
3) ⋆ On note Jpaq l’ensemble des valeurs de u0 P I pour lesquelles un Ñ a, appelé bassin d’attraction de a.

Montrer que Jpaq est ouvert, c’est-à-dire que pour tout x0 P Jpaq, il existe ε ą 0 tel que sx0 ´ ε,x0 ` εr Ă Jpaq.
III. On suppose |f 1paq| ą 1. Le point fixe a est dit répulsif.
1) Montrer que si un Ñ a, la suite punq est stationnaire en a.
2) Montrer qu’il existe ε ą 0 tel que le voisinage V “ ra ´ ε,a ` εs de a vérifie que si u0 P V ztau, il existe n P N

tel que un R V .



Exercice 3. ⋆

On considère p : R` Ñ R une fonction continue, et l’équation différentielle pEpq : y2 ` py “ 0 sur R`.
I. Unicité à un problème de Cauchy, et caractère isolé des zéros.
1) Soit y une solution de pEpq telle que yp0q “ y1p0q “ 0. L’objectif est de montrer que y est la fonction nulle.

a) Montrer qu’il existe α ą 0 tel que @x P r0, αs, |ypxq| ď 1.
b) Montrer qu’il existe une constante M telle que @x P r0, αs, |ypxq| ď M x2

2 , puis que @n P N, @x P

r0, αs, |ypxq| ď Mn x2n

p2nq! .
c) En considérant l’ensemble A “ tx P R` | ypxq ‰ 0u, montrer que y est la fonction nulle sur R`.

De même, on peut montrer et on admet dans la suite que pour tout a P R`, toute solution de pEq vérifiant
ypaq “ y1paq “ 0 est nécessairement nulle.
2) On considère une fonction y solution de pEpq.

a) On suppose qu’il existe une suite pxnq P RN
` strictement monotone convergente vers ℓ telle que @n P

N, ypxnq “ 0. Montrer que y est la fonction nulle.
b) En déduire que si y n’est pas la solution nulle et α est un zéro de y, alors il existe un voisinage V de α

tel que y ne s’annule pas sur V ztau.
II. Entrelacement de zéros.
Soient p1 ě p2 deux fonctions continues et y1, y2 des solutions non nulles des équations y2 ` p1pxqy “ 0 et
y2 ` p2pxqy “ 0 sur R`.
On considère x1 ă x2 deux zéros consécutifs de y2, et l’on suppose, quitte à remplacer y2 par ´y2, que @x P

sx1,x2r, y2pxq ą 0.
1) Montrer que y1

2px1qy1
2px2q ă 0.

2) On considère le Wronskien W : x ÞÑ y1pxqy1
2pxq ´ y1

1pxqy2pxq et x1 ă x2 deux zéros consécutifs de y2.
En simplifiant W 1pxq, montrer que y1 admet au moins un zéro dans l’intervalle rx1, x2s.

3) On suppose que p1 “ p2, et que y1pxiq ‰ 0. Justifier que y1 admet exactement un zéro dans rx1, x2s.
III. Application
On reprend l’équation pEq : y2 ` py “ 0 sur R`. On considère y une solution non nulle de pEq.
1) Montrer que si p est minorée par une constante strictement positive ω2, alors y1 admet une infinité de zéros

sur R`, séparés d’au plus π
ω .

2) On considère à présent le cas où p “ exp c’est-à-dire pEq : y2 ` exy “ 0.
a) Montrer qu’il existe une suite panqnPN strictement croissante qui tend vers `8 telle que

@x P R`,
`

ypxq “ 0 ô Dn P N, x “ an
˘

.

b) Montrer que @n P N, π

ean`1{2 ď an`1 ´ an ď π
ean{2 .

c) On pose bn “ π
ean{2 . Montrer que bn`1 „ bn, puis en considérant 1

bn`1
´ 1

bn
, trouver un équivalent de an.

Indications Exercice 1.
I. 1) La fonction φ vérifie les hypothèses du théorème de Rolle. Il existe donc c1 P sa,br tel que φ1pc1q “ 0.
2) a) Poser l’équation φpxq “ 0, et trouver le λ qui marche.

II. 1) Noter que a est fixé. Les termes f pkqpaq sont donc des constantes. Calculer les premières dérivées de P et
appliquer le résultat en a. Un seul terme reste.

2) Appliquer le résultat de la première partie à une fonction g judicieuse.
Indications Exercice 2.
I. On trouve |f 1paq|.
II. 1) Utiliser la définition de f 1paq comme une limite, et la définition de cette limite.
3) Si x0 P Jpaq, il existe n0 tel que f pn0qpx0q Psa ´ δ

2 , a ` δ
2 r (Pourquoi ?). Utiliser alors la continuité de f pn0q

pour justifier que pour x assez proche de x0, f pn0qpxq est proche de a à δ près, et utiliser ce qui a été fait
précédemment.

Indications Exercice 3.
I. 1) b) Utiliser l’équation différentielle.


