DM n°25

Facultatif : verso.
Exercice 1. Soit P € C[X]. On note D = pged(P, P’).
1. Pour P = (X —1)3(X — 2)%, calculer P’ et expliciter D.
2. Exprimer deg D en fonction de n = deg P et du nombre r de racines distinctes de P. Justifier.
3. En déduire quels sont les polynomes unitaires P € C[X] tels que P’ | P.
Exercice 2. Théoréme de Sophie-Germain.
I. Soit ¢ > 5 un nombre premier.
1) Soit a € Z. Que dire du reste de a?~* modulo ¢ ?
2) Déterminer tous les entiers z € [[1,q — 1] tels que 2% = 1[q].

3) En déduire que si a, b, c € Z satisfont
q—1

T +b'T 4 = 0[q]
alors ¢ divise abc.

II. Soit p un nombre premier p tel que ¢ = 2p + 1 soit aussi un nombre premier.
L’objectif est de montrer que ’équation diophantienne x? + y? + 2P = 0 n’a pas de solution non triviale.
On considére un triplet d’entiers (x,y, 2) € Z3 tel que zP + y? + 2P = 0 et que p ne divise pas xyz.

1) Justifier qu’il suffit de traiter le cas ou pged(z,y, z) = 1. On fait cette hypothése dans la suite.

2) Montrer que y + z et Zi;é(—y)kz”_l_k sont premiers entre eux.

3) Montrer que pour u,v € N* si u A v =1 et uv est une puissance p-éme, alors u et v sont des puissances p-éme.

4) En déduire qu’il existe a,u € Z tels que a A u =1 et

p—1

y+z=a" et Z (—l)kyk,zp*l*]C =uP
k=0

De méme, il existe b,c e Z tels que x +y = b et x + 2z = P.
5) Montrer que ¢ divise au moins 'un des trois entiers z,y ou z.
Dans la suite, on suppose que g divise x.
6) Montrer que ¢ divise abe puis que ¢ divise a.
7) En considérant u? et b modulo ¢, aboutir & une contradiction.
Exercice 3. Pour n = 2, on note P(n) I’ensemble des nombres premiers inférieurs ou égaux a n et w(n) le cardinal
de P(n).
I. Inégalité de Erdos
1) En remarquant que (2:) est le plus grand des coefficients binomiaux (2,:‘), montrer que pour n = 1, on a
P < () <4 et () <an

2) Montrer que si n+ 1 < p < 2n + 1 est un nombre premier, p divise (

2n+1

S ) En déduire que pour n > 2, on a

p < 4™
peEP(2n+1)\P(n+1)

Puis que m(2n) — 7(n) < 222
3) En discutant selon la parité de n, montrer par récurrence que

1—[ p< 4n—1.

pEP(n)

I1I. Théoréme de Legendre

1) Soit a,b deux entiers positifs non nuls. Montrer que le nombre de multiples non nuls de a inférieurs ou égaux a b
est E(2), ot E(z) est la partie entiére de .
2) Sip est un nombre premier et n un entier, on note v,(n) 'exposant de p dans la décomposition de n en facteurs

premiers. Montrer que
n [ee]
n
vp(nl) = Z vp(k) = Z E <k> .
k=1 k=1 \P

Noter que dans la derniére somme, les termes sont nuls & partir d’un certain rang.
3) Application : quel est le nombre de 0 a la fin de 100! ?



III. Théoréme de Tchébycheff

1) Soit p un nombre premier. Déterminer Up((Q:)) si %" <p<netsiv2n<p< %"

2) En utilisant (>") = [] p”P((Q: )), montrer que
peP(2n)

4n 1
[[ »= SVETT
pepn) Py 2T 142 H(2n) Vet

3) En déduire une minoration de m(2n) —7(n) et une version faible du théoréme de Tchébycheff : pour n assez grand,
il existe un nombre premier entre n et 2n.

Exercice 4. Soit P un polynoéme & coefficients entiers non constant, montrer que ’ensemble des nombres premiers p
qui divisent un des P(n), n € N est infini.
Exercice 5. % Centrale. Soit p: N — R telle que p(0) = 0, p(1) = 1 et Vn € N, p(2n) = ¢(n) et o(2n + 1) =
e(n) +o(n+1).

1. Montrer que Yn € N, p(n) A p(n+ 1) = 1.

2. Montrer que si a A b =1, il existe n € N tel que a = p(n) et b = p(n + 1).

3. Montrer que n — (¢(n), p(n + 1)) réalise une bijection de N sur 'ensemble des couples d’entiers premiers entre

eux.

Exercice 6. % Soit n > 2 et ay,...,a, des éléments de Z deux & deux distincts. Montrer que le polynéme P =

(X —a1)...(X —ap) — 1 est irréductible dans Z[X].

Exercice 7. % X 2022. Soit p > 3 premier 1et t € N*. On considére pq,...,p, des nombres premiers congrus a 1
rul

modulo pt. On pose a = 2p; ...,pr et c = a? .

1. Montrer que ¢ = 2[p].

2. Montrer que m =14 c+--- + P! et ¢ — 1 sont premiers entre eux.

3. Soit g un facteur premier de m. Montrer que ¢ = 1[p*].

4. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers congrus & 1 modulo pt.
Exercice 8. % ENS 2025.

1. CNS sur n pour que Z/nZ soit un corps.
2. On suppose cette condition satisfaite. Combien y a-t-il de polynomes de degré d € N fixé dans Z/nZ?
3. Soit p premier. Montrer qu’il existe des polynémes irréductibles de degré 2 et 3 dans Z/pZ.

Exercice 9. % X MP 202/. Quels sont les m € N* tels qu’il existe m éléments consécutifs de N* divisibles par des
cubes d’éléments de N*\{1}?

Indications Exercice 1.

2. On trouve deg D = deg P — 7.

Indications Exercice 2.

II. 1) On veut montrer que I’équation n’a pas de solutions. Pour cela on considére une solution, et on aboutit a
une contradiction. Est-il possible, & partir d’une solution (z,y, z), d’en construire une nouvelle (2,4, 2') vérifiant
pged(2’,y', 2) = 1.

2) Si d est un diviseur de y + z, alors y = —z[d].

Indications Exercice 3.

I. 1) Considérer Ziio (2,?)

II. 2) Une possibilité est de justifier que v,(n!) = 3% k ([ﬂJ — [#J)

pk
Indications Exercice 4. Procéder comme dans la preuve de l'infinité des nombres premiers. Commencer éventuel-
lement par le cas on P(0) = 1.
Indications Exercice 6. Ecrire P = AB, évaluer en a;. Introduire un polynéme C a partir de A et B, qui a beaucoup
de racines.
Indications Exercice 8. Devrait faire intervenir la notion d’ordre, d’'une maniére ou d’une autre : si a® = 1[p] alors
k est divisible par I'ordre de a, qui est un diviseur de p — 1.

Indications Exercice 9. Lemme chinois



