
DM n°26Exercice 1.
I. Préliminaires.
Soit A P MnpRq de rang r. Soit u l’endomorphisme de Rn dont A est la matrice dans la base canonique.
1) Soit per`1, . . . , enq une base de Keru. Justifier l’existence d’une famille pe1, . . . , erq telle que pe1, . . . , er, er`1, . . . , enq

soit une base de Rn.
2) Montrer que le sous-espace vectoriel de Rn engendré par pe1, . . . , erq est un supplémentaire de Keru.

En déduire que le sous-espace vectoriel engendré par pe1, . . . , erq est isomorphe à Imu.
En déduire que pupe1q, . . . , uperqq est une base de Imu.

3) Décrire deux bases B1 et B2 de Rn telles que MatB1ÐB2
puq “

ˆ

Ir 0
0 0

˙

.

Qu’a-t-on démontré sur la matrice A ?
II. Application.
On considère une application f : MnpRq Ñ R non constante telle que @A,B P MnpRq, fpABq “ fpAqfpBq.
1) Justifier que @M P MnpCq, fpOnqp1 ´ fpMqq “ 0. En déduire que fpOnq “ 0.
2) Montrer de même que fpInq “ 1, puis que pour toute matrice inversible A P MnpRq, fpAq ‰ 0.
3) Soit r P rr1, nss. On note B “ pe1, . . . , enq la base canonique de Rn, et on considère u : Rn Ñ Rn linéaire vérifiant

upe1q “ upe2q “ ¨ ¨ ¨ “ uperq “ 0⃗, uper`1q “ e1, uper`2q “ e2, . . . , upenq “ en´r.
Expliciter Mr “ MatBpuq. Quel est le rang de Mr ? Justifier que Mr est nilpotente.
En déduire la valeur de fpMrq.

4) Soit A une matrice de rang r ă n. Montrer que fpAq “ 0.
5) Qu’en conclure pour l’application f ? Donner deux exemples de telles applications M2pRq Ñ R.

Exercice 2. On se propose de montrer que dans MnpKq, toute matrice de trace nulle est semblable à une matrice
de diagonale nulle.
On note E “ MnpKq. Pour A “ paijq P E,on pose Tr a “

řn
i“1 aii, appelé trace de A. On note F le sous-espace

vectoriel de E des matrices de trace nulle, G le sous-espace vectoriel de E des matrices de diagonale nulle, D le
sous-espace vectoriel de E des matrices diagonales et H le sous-espace vectoriel des homothéties λIn, pour λ P K.
I. 1) Donner sans justifier les dimensions de F , G, D et H.
2) Montrer que E “ F ‘ H.

II. 1) Soient A,B P E. Montrer que TrAB “ TrBA.
2) Soit φ : E Ñ K une forme linéaire de E vérifiant @A,B P E,φpABq “ φpBAq. En considérant les matrices Eij

de la base canonique de E, montrer qu’il existe λ P K tel que φ “ λTr.
III. Soit M P D une matrice diagonale, dont les termes diagonaux λ1, λ2, . . . λn sont deux à deux distincts. On
considère l’application u : E Ñ E définie par upAq “ AM ´ MA.
1) Montrer que les seules matrices commutant avec M sont les matrices diagonales.
2) Montrer que Imu “ G.

IV. Soit F un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de F .
1) On suppose qu’il existe x, y deux vecteurs non nuls, et λ, µ deux scalaires distincts tels que upxq “ λx et upyq “ µy.

On considère z “ x ` y. Montrer que upzq n’est pas colinéaire à z.
2) On suppose que u n’est pas une homothétie vectorielle. Montrer qu’il existe un vecteur x P F tel que upxq ne soit

pas colinéaire à x.

V. 1) Montrer que si P P Mn´1pRq est inversible, alors P̃ “

¨

˚

˝

1 0 . . . 0
0
...

P

˛

‹

‚

P MnpRq est inversible, et expliciter son

inverse.
2) Soit A une matrice non nulle de trace nulle. On note u l’endomorphisme de Kn associé à A.

Montrer qu’il existe une base B de Kn telle que MatB u soit de la forme

¨

˚

˚

˚

˝

0 L
1
0
...

A1

˛

‹

‹

‹

‚

.

3) Montrer que toute matrice A de trace nulle est semblable à une matrice de diagonale nulle.
VI. En déduire que les matrices de trace nulle sont les matrices de la forme BC ´ CB, avec B,C P MnpKq.
Exercice 3. Inégalité de Hoeffding.

1. Pour t P R et x P r´1, 1s, montrer que etx ď
p1´xqe´t

2 `
p1`xqet

2 .

2. Soit X une v.a. centrée à valeurs dans r´1, 1s. Montrer que EpetXq ď coshptq ď e
t2

2 .

3. Soit X1, . . . , Xn des v.a. centrées indépendantes à valeurs dans r´1, 1s. On pose Sn “
n
ř

i“1

Xi. Montrer que

EpetSq ď exp
´

t2n
2

¯

.

4. En déduire que @ε ą 0, PpSn ą εq ď expp´ ε2

2n q.



Exercice 4. Soient A,B dans MnpRq. Montrer que KerA “ KerB si et seulement s’il existe P inversible telle que
B “ PA.
Exercice 5. ⋆ Structure des groupes abéliens finis.
I. Soient n,m P N˚.
1) On suppose que n,m sont premiers entre eux. On note, pour k P Z, k

n
la classe de k modulo n. Justifier que

l’application
φ : Z{nmZ Ñ pZ{nZq ˆ pZ{mZq k

nm
ÞÑ pk

n
, k

m
q

est bien définie et que c’est un isomorphisme d’anneaux.
2) Donner une CNS sur n et m pour que les groupes pZ{nmZ,`q et ppZ{nZq ˆ pZ{mZq,`q soient isomorphes.

II. Soit pG,`q un groupe abélien libre de type fini : il existe n P N tel que pG,`q est isomorphe à pZn,`q. Autrement
dit, il existe une Z-base finie e “ pe1, . . . , enq, ce qui signifie que tout x P G s’écrit de façon unique sous la forme
x “ k1e1 ` k2e2 ` . . . ` knen, où pk1, k2, . . . , knq P Zn.
Les deux questions sont indépendantes.
1) Soit e1 “ pe1

1, . . . , e
1
nq une famille d’éléments de G. Montrer que e1 est une Z-base de G ssi la matrice de passage

de e à e1 est une matrice inversible appartenant à GLnpZq, c’est-à-dire inversible dans l’anneau MnpZq.
2) Montrer que tout sous-groupe G1 de G admet une Z-base de cardinal r ď n.

III. Équivalence de matrices entières. Montrer que si A P M2pZq, il existe deux matrices P,Q P GL2pZq telles que

PAQ “

ˆ

d1 0
0 d2

˙

, avec d1 | d2. Dans la suite, on admet le résultat suivant : pour toute matrice A P MnpZq, il existe

deux matrices P et Q P GLnpZq et un n-uplet pd1, . . . , dnq P Nn tels que PAQ “ Diag pd1, . . . , dnq et que di divise
di`1 pour tout 1 ď i ă n.
IV. On considère un sous-groupe G de pZn,`q.
Montrer qu’il existe une Z-base pε1, . . . , εnq de Zn et un r-uplet pd1, . . . , drq P pN˚q

r tels que pd1ε1, . . . , drεrq est une
Z-base de G et que di divise di`1 pour tout 1 ď i ă r.
V. Soit pH,`q un groupe abélien fini.
1) Montrer qu’il existe un entier r P N et des entiers d1, . . . , dr qui sont ě 2 et tels que di divise di`1 pour tout

1 ď i ă r et que H est isomorphe au groupe pZ{d1Zq ˆ pZ{d2Zq ˆ . . . ˆ pZ{drZq.
Indication : On pose H “ tx1, . . . , xnu. Considérer le morphisme surjectif φ : Zn Ñ H pk1, . . . , knq ÞÑ k1x1 ` . . .`
knxn. On considère pd1ε1, . . . , dnεnq une Z-base de G “ Kerφ, où pε1, . . . , εnq est une Z-base de Zn. On pose
yi “ φ pεiq. Expliciter un isomorphisme φ̃ de pZ{d1Zq ˆ pZ{d2Zq ˆ . . . ˆ pZ{dnZq dans H.

2) Démontrer l’unicité des di.
Exercice 6. ⋆ Théorème de Brauer. Montrer que σ, σ1 P Sn sont conjuguées si et seulement si les matrices de
permutation Mσ et Mσ1 sont conjuguées.
Indications Exercice 1.
II. 2) Écrire fpMq “ fpMInq “ fpMqfpInq. Si la fonction f n’est pas constante égale à 0, on obtient fpInq “ 1.
3) Une fois que Mr est nilpotente, on écrit Mp

r “ On, et on applique f , ainsi que la propriété fpABq “ fpAqfpBq.
4) Écrire que A est équivalente à Mk, pour un certain k.

Indications Exercice 2.
II. 2) Pour montrer que φ est colinéaire à la trace, on montre que @i, j, φpEiiq “ φpEjjq et @i ‰ j, φpEijq “ 0.
III. 2) La question précédente donne une information sur le noyau de u.
V. 1) On montre que P̃ est inversible en explicitant son inverse.
2) Utiliser la partie précédente : il existe x P Kn tel que upxq ne soit pas colinéaire à x, donc px, upxqq est libre. On

cherche une base. . .
3) Utiliser les deux questions précédentes.

Indications Exercice 3.
1. Convexité.
2. Pour la seconde inégalité, utiliser le développement en série de ex.
4. Inégalité de Markov, puis optimiser la majoration en t.

Indications Exercice 5.
I. 2) Justifier que si n,m admettent un diviseur d en commun, les groupes ne sont pas isomorphes, par exemple en

comptant les éléments x vérifiant d ¨ x “ 0.
II. 2) Récurrence sur n.
III. L’idée fondamentale est qu’en multipliant par des transvections à gauche, on agit sur les lignes de A, et on peut
effectuer l’algorithme d’Euclide sur les coefficients de la première colonne pour au final se ramener à une première
colonne de coefficients pd, 0q, où d est le pgcd des deux coefficients d’origine. Une fois une matrice triangulaire supérieure
obtenue, si le pgcd des deux coefficients du haut n’est pas égal au pgcd des trois coefficients, alors après une opération
L1 Ð L1 ´ L2, c’est le cas.
IV. On sait que G admet une Z-base. En notant A la matrice dont les premières colonnes forment cette Z-base, et
les autres sont nuls, on cherche P,Q P GLnpZq tel que PA “ QDiagpd1, . . . , dnq.
Indications Exercice 6. En termes de leurs orbites, à quelle condition σ et σ1 sont-elles conjuguées ? Comprendre
comment lire cela sur les matrices (commencer par le nombre de points fixes).


