DM n°28

Exercice 1. On note E = C°([0,1],R). Pour f,g € E, on pose {f,g) = Sé f(®)g(t)dt.
On dit qu'une suite ® = (P,,)en d’éléments de E est orthonormale si elle vérifie
lsim=n

Vn,meN, (@, &,) = {

0 sinon

Pour n € N, on note V§' = Vect(Px)r<n, Vo = Vect(®Py)ren, Py la projection orthogonale de E sur VJ' et di(f) la
distance de f e F a Vy'.

On pose Cy = 1, et, pour n € N*, C,,: z — /2 cos(nmz), et, pour n € N, S,,: x — 1/2sin ((n + 1)773:).
I. Généralités sur les suites orthonormales.
1) Montrer briévement que (-, -y est un produit scalaire.
2) Montrer que la suite (C),)nen est orthonormale.
De méme, la suite (Sp)nen est orthonormale. Résultat que l'on pourra admettre dans la suite.
3) Soit ® une suite orthonormale de E, n e N et f € E.
a) Rappeler le théoréme de Pythagore, & deux vecteurs.
b) Montrer que || f[|* = |[Pg () + di ().

c) Calculer sup [|PZ(f)]-
feB, | fll=1

d) Expliciter PZ(f) dans la base (®x)o<k<n- En déduire que Y (f, ®x)? converge et que

VTLEN, 2<f7(1)k>2< ||fH2
k=0
e) Pour f e C([0,1],R), exprimer {f,C,) en fonction de {f’,S,_1). En déduire que >.n%(f, C},)? converge.
4) % Soit (fi)ken une suite d’éléments de Vect(®y)ren et f € E. Montrer que si ||f — ful|
If =Pe(N 57720
En déduire que Vg est dense dans E si et seulement si Vf € E, ||f — PE(f)|| — 0.

II. Suite orthonormale de polynémes de degrés échelonnés.

0 alors

n — +0

1) Pour n € N et z € R, on note U, = (X2 - P, = Uy(ln) et L, = 52~ P, le n-iéme polynoéme de Legendre.

2nn!
Osim #
On admet que Vn,m € N, Sl_l P (x)P,(z)dz = 22n1+717?n,)2n_
Tomrr  SIn=m

a) Montrer qu’il existe une unique suite de réels strictement positifs (a,)nen telle que les Q, = ap L, (22 — 1)
forment une famille orthonormale de E. Préciser la valeur de . On note Q = (Qp)nen cette famille
orthonormale.

b) Mountrer que si (®,,)nen est une suite orthonormale de E telles que pour tout n € N, ®,, soit polynomiale, de
degré n, alors Vn, &, = +Q,.

2) Expression a l'aide de déterminants.
Pour k € N, on pose a; = (X%, 1), et on considére les matrices et déterminants de taille n + 1

ag aq . Ap—1 Qp, ap ay e Ap—1 (07%
aq a9 . (07% Ap+1 ay as N Qanp An+1
_ i—1 yj—1 _ . . . . . o
A=(XLX >)1<i,y‘<n+1’ Ap =] : . : : et Po(z) =
Qp—1 Qp <o+ QG2p—2 Q2p—1 Gp—1 Aapn ... Q2p—2 A2p—1
Ap  QAptl  --. G9p—1 Aoy, 1 x ... "1 "

a) Soit Z;jll NjAj = 0 une relation de liaison sur les colonnes de A. Montrer que le polynéme P = Z;Lill A X i1
vérifie Vi € [1,n + 1], (P, X*~') = 0, puis que P = Og[x].

b) En comparant les coefficients de A et de A,,, montrer que A,, # 0.

c) Montrer que x — P, (z) est une fonction polynomiale. Préciser son degré. On notera P, € R[X] le polynéome
associé.

d) % Montrer que pour k < n, (P,, X*¥) = 0, et en déduire qu’il existe des coefficients ¢, € R* tels que
Vn, cp, P = Qn.



Exercice 2. % Théoréme de Miintz-Szasz. Sur E = C°([0, 1],R) muni du produit scalaire usuel, on note || f||, =

VI £ et £l = supjo ) 171

Pour « = 0, on note ¢y :  — x®. On considére une suite (ay,)nen positive strictement croissante, et on note W,, =
Vect(@ags -« - s Pa,, )-
On note da(g, Wy) = inf{[lg — fll,, f € Wa} et do(g, Wy) = inf{|lg — fll,, [ € Wi}

L’objectif est d’étudier les conditions
(#2): Vg€ E, da(g,Wy,) >0 et (#g): Vg€ FE, do(g,W,) — 0.

0. On admet ce résultat. En

I. 1) Donner une interprétation du fait que pour tout g € E, dy (g, Ra[X])

n— 10
déduire que pour tout g € E, da(g,R,[X]) T U
2) Montrer que (x#3) est vérifiée si et seulement si Ym € N, da(¢pm, W,) — 0.
On admet que
1 " o —m

(%): da(om, Wy) =

2m+1i=0ai+m+1'

lai—m|

atmil TS T 1 si et seulement si a; — +00.

3) Pour m € N, montrer que

4) En déduire que (#2) est équivalent a ce que Y, O% diverge.

II. 1) Montrer que (#) implique ag = 0.
2) Soit f,g € C*([0,1]) vérifiant f(0) = g(0) = 0. Montrer que ||f —g|l., < ||/ = ¢'ll,-
3) On suppose que ag =0, a3 =1 et D, a%z diverge. Montrer (#q).

IIT. On souhaite démontrer ().

1) Déterminants de Gram et distance & un sous-espace vectoriel.

Pour z1,..., 2, € E, on note G(z1, ..., 2n) = ((i, %)), ¢; j<n, € Mn(R) la matrice de Gram.
a) Montrer que det G(z1,...,x,) # 0 si et seulement si (21, ...,2,) est libre.
b) Montrer que, si (ey,...,e,) est libre,

det G(u,eq,..., e,
d(u,Vect(er,...,en))* = det((;(el e ))'

2) Déterminants de Cauchy.
Soit (a;)1<i<n €t (Bi)1<i<n des complexes, tels que Vi,j, a; + ; # 0, et C = (ai}rﬁj)K -
<ij<n

En procédant par récurrence sur n, et en considérant le déterminant comme une fraction rationnelle en 3,

montrer que
Hi<j(aj —a;)(Bj — Bi)

detC =
“ [ L (e + B85)

3) En déduire la relation ().

Indications Exercice 2.
IIT. 1) a) Une relation de liaison sur les colonnes peut se traduire par le fait quun vecteur est orthogonal & tous
les z;.
b) On a d(u, Vect(e;))? = ||u — p(u)||®, et p(u) est une combinaison linéaire des ;.



