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Exercice 1. On note E “ C0pr0, 1s,Rq. Pour f, g P E, on pose xf, gy “
ş1

0
fptqgptqdt.

On dit qu’une suite Φ “ pΦnqnPN d’éléments de E est orthonormale si elle vérifie

@n,m P N, xΦm,Φny “

#

1 si m “ n

0 sinon

Pour n P N, on note V n
Φ “ VectpΦkqkďn, VΦ “ VectpΦkqkPN, Pn

Φ la projection orthogonale de E sur V n
Φ et dnΦpfq la

distance de f P E à V n
Φ .

On pose C0 “ 1̃, et, pour n P N˚, Cn : x ÞÑ
?
2 cospnπxq, et, pour n P N, Sn : x ÞÑ

?
2 sin

`

pn ` 1qπx
˘

.
I. Généralités sur les suites orthonormales.
1) Montrer brièvement que x¨, ¨y est un produit scalaire.
2) Montrer que la suite pCnqnPN est orthonormale.

De même, la suite pSnqnPN est orthonormale. Résultat que l’on pourra admettre dans la suite.
3) Soit Φ une suite orthonormale de E, n P N et f P E.

a) Rappeler le théorème de Pythagore, à deux vecteurs.
b) Montrer que ∥f∥2 “ ∥Pn

Φpfq∥2 ` dnΦpfq2.
c) Calculer sup

fPE, ∥f∥“1

∥Pn
Φpfq∥.

d) Expliciter Pn
Φpfq dans la base pΦkq0ďkďn. En déduire que

ř

xf,Φky2 converge et que

@n P N,
n

ÿ

k“0

xf,Φky2 ď ∥f∥2 .

e) Pour f P C1pr0, 1s,Rq, exprimer xf, Cny en fonction de xf 1, Sn´1y. En déduire que
ř

n2xf, Cny2 converge.
4) ⋆ Soit pfkqkPN une suite d’éléments de VectpΦkqkPN et f P E. Montrer que si ∥f ´ fn∥ ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

0 alors
∥f ´ Pn

Φpfq∥ ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8
0.

En déduire que VΦ est dense dans E si et seulement si @f P E, ∥f ´ Pn
Φpfq∥ Ñ 0.

II. Suite orthonormale de polynômes de degrés échelonnés.

1) Pour n P N et x P R, on note Un “ pX2 ´ 1qn, Pn “ U
pnq
n et Ln “ 1

2nn!Pn, le n-ième polynôme de Legendre.

On admet que @n,m P N,
ş1

´1
PmpxqPnpxq dx “

#

0 si m ‰ n
22n`1

pn!q2

2n`1 si n “ m
.

a) Montrer qu’il existe une unique suite de réels strictement positifs pαnqnPN telle que les Qn “ αnLnp2x ´ 1q

forment une famille orthonormale de E. Préciser la valeur de αn. On note Q “ pQnqnPN cette famille
orthonormale.

b) Montrer que si pΦnqnPN est une suite orthonormale de E telles que pour tout n P N, Φn soit polynomiale, de
degré n, alors @n, Φn “ ˘Qn.

2) Expression à l’aide de déterminants.
Pour k P N, on pose ak “ xXk, 1y, et on considère les matrices et déterminants de taille n ` 1

A “
`

xXi´1, Xj´1y
˘

1ďi,jďn`1
, ∆n “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an´1 an
a1 a2 . . . an an`1

...
...

. . .
...

...
an´1 an . . . a2n´2 a2n´1

an an`1 . . . a2n´1 a2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
et Pnpxq “

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a0 a1 . . . an´1 an
a1 a2 . . . an an`1

...
...

. . .
...

...
an´1 an . . . a2n´2 a2n´1

1 x . . . xn´1 xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

a) Soit
řn`1

j“1 λjAj “ 0⃗ une relation de liaison sur les colonnes de A. Montrer que le polynôme P “
řn`1

j“1 λjX
j´1

vérifie @i P rr1, n ` 1ss, xP,Xi´1y “ 0, puis que P “ 0RrXs.
b) En comparant les coefficients de A et de ∆n, montrer que ∆n ‰ 0.
c) Montrer que x ÞÑ Pnpxq est une fonction polynomiale. Préciser son degré. On notera Pn P RrXs le polynôme

associé.
d) ⋆ Montrer que pour k ă n, xPn, X

ky “ 0, et en déduire qu’il existe des coefficients cn P R˚ tels que
@n, cnPn “ Qn.



Exercice 2. ⋆ Théorème de Müntz-Szász. Sur E “ C0pr0, 1s,Rq muni du produit scalaire usuel, on note ∥f∥2 “
b

ş1

0
f2 et ∥f∥8 “ supr0,1s |f |.

Pour α ě 0, on note φα : x ÞÑ xα. On considère une suite pαnqnPN positive strictement croissante, et on note Wn “

Vectpφα0 , . . . , φαnq.
On note d2pg,Wnq “ inft∥g ´ f∥2 , f P Wnu et d8pg,Wnq “ inft∥g ´ f∥8 , f P Wnu.
L’objectif est d’étudier les conditions

p˚2q : @g P E, d2pg,Wnq Ñ 0 et p˚8q : @g P E, d8pg,Wnq Ñ 0.

I. 1) Donner une interprétation du fait que pour tout g P E, d8pg,RnrXsq ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8
0. On admet ce résultat. En

déduire que pour tout g P E, d2pg,RnrXsq ÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8
0.

2) Montrer que p˚2q est vérifiée si et seulement si @m P N, d2pφm,Wnq Ñ 0.
On admet que

p˚q : d2pφm,Wnq “
1

?
2m ` 1

n
ź

i“0

|αi ´ m|

αi ` m ` 1
.

3) Pour m P N, montrer que |αi´m|

αi`m`1 ÝÝÝÝÝÝÑ
i Ñ `8

1 si et seulement si αi Ñ `8.

4) En déduire que p˚2q est équivalent à ce que
ř

1
αn

diverge.
II. 1) Montrer que p˚8q implique α0 “ 0.
2) Soit f, g P C1pr0, 1sq vérifiant fp0q “ gp0q “ 0. Montrer que ∥f ´ g∥8 ď ∥f 1 ´ g1∥2.
3) On suppose que α0 “ 0, α1 ě 1 et

ř

1
αn

diverge. Montrer p˚8q.
III. On souhaite démontrer p˚q.
1) Déterminants de Gram et distance à un sous-espace vectoriel.

Pour x1, . . . , xn P E, on note Gpx1, . . . , xnq “ pxxi, xjyq1ďi,jďn P MnpRq la matrice de Gram.

a) Montrer que detGpx1, . . . , xnq ‰ 0 si et seulement si px1, . . . , xnq est libre.
b) Montrer que, si pe1, . . . , enq est libre,

dpu, V ectpe1, . . . , enqq2 “
detGpu, e1, . . . , enq

detGpe1, . . . , enq
.

2) Déterminants de Cauchy.

Soit pαiq1ďiďn et pβiq1ďiďn des complexes, tels que @i, j, αi ` βj ‰ 0, et C “

´

1
αi`βj

¯

1ďi,jďn
.

En procédant par récurrence sur n, et en considérant le déterminant comme une fraction rationnelle en βn,
montrer que

detC “

ś

iăjpαj ´ αiqpβj ´ βiq
ś

i,jpαi ` βjq
.

3) En déduire la relation p˚q.

Indications Exercice 2.
III. 1) a) Une relation de liaison sur les colonnes peut se traduire par le fait qu’un vecteur est orthogonal à tous

les xi.
b) On a dpu,Vectpeiqq2 “ ∥u ´ ppuq∥2, et ppuq est une combinaison linéaire des ei.


