
DM n°28 bis
Sujet ENS (plus simple que celui du DS) entièrement facultatif, à rendre dans deux semaines.
Exercice 1. ⋆ Si K est un sous-corps de C on note KrXsn l’ensemble des polynômes à coefficients dans K, de degré
inférieur ou égal à n, et on note KpXq l’ensemble des fractions rationnelles F pXq “ P pXq{QpXq avec P,Q P KrXs et
Q ‰ 0. L’inclusion de KrXs dans CrXs se prolonge en une injection de corps KpXq Ñ CpXq, et on se permettra dans
la suite d’identifier KpXq à un sous-corps de CpXq.
Si A est un ensemble et si f : A Ñ C est une fonction on note Zpfq “ tx P A | fpxq “ 0u l’ensemble de ses zéros
et

Γpfq “ tpx, fpxqq | x P Au Ă A ˆ C

son graphe.
I. Soit I Ă R un intervalle et n ě 2 un entier. Montrer que si g P C8pI,Rq vérifie |Zpgq| ě n, alors

ˇ

ˇZ
`

gpiq
˘
ˇ

ˇ ě n ´ i
pour tout 1 ď i ď n ´ 1.
II. Intersections atypiques et fractions rationnelles.
Pour GpXq “ P pXq{QpXq P CpXq, avec P,Q P CrXs premiers entre eux et Q ‰ 0, on note PpGq “ tx P C | Qpxq “ 0u

l’ensemble des pôles deG et on note abusivement G : CzPpGq Ñ C la fonction envoyant x sur P pxq{Qpxq.
A. Fractions rationnelles et rationalité
Soit K un sous-corps de C et soit F P CpXq telle que F pKzPpF qq X K soit un ensemble infini. On se propose de
montrer que F P KpXq. On écrit F pXq “ P pXq{QpXq P CpXq, avec P P CrXsp et Q P CrXsqzt0u pour certains entiers
p, q ě 0. On note d “ p ` q ` 1.
1) Soient x1, . . . , xd, y1, . . . , yd P K. Montrer que l’application linéaire

φ : KrXsp ˆ KrXsq Ñ Kd, φpU, V q :“ pU pxiq ´ yiV pxiqq1ďiďd

n’est pas injective.
2) Soient x1, . . . , xd P KzPpF q deux à deux distincts tels que F px1q, . . . , F pxdq P K.

Montrer qu’il existe U P KrXsp et V P KrXsq tels que pU, V q ‰ p0, 0q et P pxiqV pxiq “ QpxiqUpxiq pour 1 ď i ď d.
En déduire que F P KpXq.

3) Soit F P CpXq telle que F pKzPpF qq X K soit un ensemble infini. Montrer que F P KpXq.
B. Intersections avec le cercle unité
On note U “ tz P C | |z| “ 1u. On dit qu’une fraction rationnelle F P CpXq est spéciale si l’ensemble

tz P UzPpF q | F pzq P Uu

est infini. On se propose de décrire les fractions rationnelles spéciales.
Si z P C on note z̄ son conjugué. Si P pXq “

řd
i“0 aiX

i P CrXs on note P pXq “
řd

i“0 aiX
i.

Dans cette sous partie, on fixe F pXq “ P pXq{QpXq P CpXq, avec P,Q P CrXs et Q ‰ 0. On pose F̄ pXq “ P̄ pXq{Q̄pXq

et GpXq “ F̄ p1{Xq.
1) a) Soit z P UzPpF q. Montrer que F pzq P U si et seulement si F pzqGpzq “ 1.

b) En déduire que F est spéciale si et seulement si GpXq ¨ F pXq “ 1.
2) Montrer que si α P C alors BαpXq “ X´α

1´ᾱX est spéciale. Que vaut BαpXq pour α “ 0 et pour α P U ?
3) On suppose que F est spéciale.

a) Soit α P C˚zPpF q. Montrer que F pαq “ 0 si et seulement si 1{ᾱ P PpF q.
b) Montrer que si F P CrXs alors il existe c P U et d P N tels que F pXq “ cXd.

c) Montrer qu’il existe des entiers d, n avec n ě 0 et α1, . . . , αn P C tels que F pXq “ Xd
n

ź

i“1

Bαi
pXq.

On pourra écrire F pXq “ P pXq{QpXq et raisonner par récurrence sur le nombre de racines de P .
C. Racines de l’unité
Soit Λ l’ensemble des z P C tels qu’il existe un entier n ě 1 vérifiant zn “ 1, i.e. Λ est l’ensemble des racines de l’unité
dans C. On se propose de décrire les fractions rationnelles F P CpXq telles que F pΛzPpF qq Ă Λ.
Pour n ě 1 on pose ζn “ expp2iπ{nq P Λ et on note Q pζnq “ tF pζnq | F P QpXq et ζn R PpF qu.
Ainsi Q pζnq est un sous-corps de C.
On note φ l’indicatrice d’Euler et on rappelle que φp1q “ 1 et que si n “ pk1

1 . . . pkr
r est la factorisation de n ě 2, alors

φpnq “
śr

i“1 p
ki´1
i ppi ´ 1q. On admet le résultat suivant :

Théorème 1 (admis). Pour tout n ě 1 le corps Q pζnq est un Q-espace vectoriel de dimension φpnq.
On fixe dans les questions suivantes une fraction rationnelle F P CpXq telle que F p1q “ 1. On suppose qu’il existe une
suite strictement croissante d’entiers pnjqjě1 tels que pour tout j ě 1 on a nj ě 1, ζnj R PpF q et F

`

ζnj

˘

P Λ.

1) Montrer que pour tout j ě 1 il existe un unique qj P Q X s´1{2,1{2s tel que F
`

ζnj

˘

“ exp p2iπqjq.
2) Montrer que limjÑ`8 qj “ 0.



3) a) Soit P P CrXs un polynôme tel que P p1q “ 0. Calculer limnÑ`8 nP pζnq.
b) Calculer lim

jÑ`8
nj

`

F
`

ζnj

˘

´ 1
˘

et en déduire que la suite pnjqjqjě1 converge.

4) On suppose qu’il existe un entier c ě 1 tel que cnjqj P Z pour tout j ě 1. Montrer qu’il existe d P Z tel que
F pXq “ Xd.

5) En utilisant le résultat établi dans la question II.A.2), montrer qu’il existe un entier p ě 1 tel que F P QpζpqpXq.
6) Soit N ě 1 un entier, q P Q et notons ζ “ expp2iπqq. On suppose que ζ P QpζN q. On écrit q “ u{v avec u, v P Z

premiers entre eux et v ‰ 0. Soit ℓ le PPCM de v et N .
a) Montrer qu’il existe a, b P Z tels que ζℓ “ ζa ¨ ζbN .
b) En utilisant le théorème admis, montrer que φpℓq ď φpNq, puis que ℓ | 2N et que 2Nq P Z.

7) Montrer qu’il existe un entier c ě 1 tel que cnjqj P Z pour tout j ě 1 et qu’il existe d P Z tel que F pXq “ Xd.
8) Décrire les fractions rationnelles F P CpXq telles que F pΛzPpF qq Ă Λ.
III. Intersections atypiques : le cas transcendant
A. Courbes et fonctions transcendantes
Un intervalle I de R sera appelé non trivial si I est non vide et non réduit à un point. Si I est un intervalle non trivial
et si f P C8pI,Rq, on dit :
(i) que f est plate en un point x P I si f pnqpxq “ 0 pour tout n ě 0, c’est-à-dire si toutes les dérivées successives de

f s’annulent en x

(ii) que f est transcendante si pour tout d ě 1 et tous polynômes P0, ..., Pd P RrXs, non tous nuls, la fonction
x ÞÑ

řd
i“0 Pipxqfpxqi n’est plate en aucun point de I.

Soit panqně0 une suite de nombres réels telle que la série
ř

ně0 anx
n converge pour tout réel x. On note fpxq “

ř

ně0 anx
n pour x P R. On admet qu’alors la fonction f est de classe C8 et que si f est plate en 0 alors an “ 0 pour

tout n ě 0.

1) Soit n ě 1 un entier, α1 ă . . . ă αn des réels et P1, ..., Pn P RrXs des polynômes non nuls. Soit f : R Ñ R la
fonction définie par fpxq “

řn
i“1 Pipxqeαix.

a) En calculant limxÑ`8
fpxq

xNeax pour N P Z et a P R convenables, montrer que f n’est pas identiquement nulle.
b) En déduire que f n’est plate en aucun x P R. On pourra commencer par traiter le cas x “ 0.

2) Montrer que si P P RrXs et α P R sont non nuls, alors pour tout intervalle non trivial I Ă R la fonction f : I Ñ R
définie par fpxq “ P pxq exppαxq est transcendante.

B. Une inégalité
On fixe un segment non trivial I Ă R, un entier n ě 2 et des fonctions f1, ..., fn P C8pI,Rq. Pour x1, ..., xn P I on note

Apx1, ..., xnq “ pfipxjqq1ďi,jďn P MnpRq.

On se propose de démontrer le résultat suivant :
Théorème 3. Il existe c2 ą 0 tel que pour tous x1, ..., xn P I deux à deux distincts, on a

| detApx1, ..., xnq| ď c2
ź

1ďiăjďn

|xj ´ xi|.

Dans les deux questions suivantes on fixe x1, ..., xn P I deux à deux distincts et on note

β “

n´1
ź

i“1

pxn ´ xiq “ pxn ´ x1q...pxn ´ xn´1q.

1) Soit f P C8pI,Rq.

a) Montrer que si fpx1q “ ¨ ¨ ¨ “ fpxn´1q “ 0 alors il existe y P I tel que fpxnq “
fpn´1q

pyq

pn´1q! β. On pourra considérer

la fonction g définie par gpxq “ βfpxq ´
śn´1

i“1 px ´ xiqfpxnq.

b) En déduire qu’il existe y P I tel que fpxnq ´

n´1
ÿ

i“1

fpxiq

n´1
ź

j“1,j‰i

xn ´ xj

xi ´ xj
“

f pn´1qpyq

pn ´ 1q!
β.

2) Montrer qu’il existe py1, ..., ynq P In tel que

detApx1, ..., xnq “
β

pn ´ 1q!
det

¨

˚

˚

˝

f1px1q . . . f1pxn´1q f
pn´1q

1 py1q

...
...

...
fnpx1q . . . fnpxn´1q f

pn´1q
n pynq

˛

‹

‹

‚

.

3) Conclure la preuve du théorème 3.
Le lemme précédent est un des ingrédient du théorème suivant, portant sur une fonction transcendante f de classe C8

sur un segment I.

Théorème 4. Pour tout ϵ ą 0 il existe un réel c3 ą 0 tel que pour tout n ě 1 on a |Γpfq X
1

n
Z2| ď c3n

ϵ.


