DM n°30

Non facultatif : I)1)a), b)i), b)ii), 2)a) et II)1), IT)2)a).
Exercice 1. % Inégalité de Carleman. On s’intéresse dans ce probléme & une inégalité établie par Torsten Car-
leman : si (a)renn est une suite de réels strictement positifs telle que > a, converge, alors la série de terme général

400 n 1/n
(ITr_; ax)'/™ converge et Z ( 1_[ ) <e Z ap.
n=1 k=1

On dit qu'une fonction f: Ry — R est continue par morceaux si pour tout M > 0, la restriction de f a [0, M] est
continue par morceaux.

On dit qu’'une fonction f: R, — R continue par morceaux et a valeurs positives est intégrable ou que son intégrale

converge, si la fonction g: = — So t) dt admet une limite quand  — +00. On note alors S f(t)dt cette limite.
I. Inégalité de Knopp

Dans cette partie, on démontre l'inégalité de Knopp, souvent présentée comme analogue continu de l'inégalité de
Carleman (on justifie cette appellation en fin de partie).

1) Deux inégalités intégrales
a) Inégalité intégrale de Jensen
Soit f: [a,b] — R une fonction continue par morceaux.

i) Montrer que U: z — Sl f(t) dt est lipschitzienne, donc continue.
ii) Soit ¢ une fonction continue et convexe sur un segment J contenant f([a,b]). Démontrer que o f est

continue par morceaux et rappeler briévement pourquoi ( f f dt) f po f(t)dt.

b) Une autre inégalité intégrale

Soit f: Ry — R une fonction continue par morceaux, strictement positive et intégrable.

Pour tout = > 0 on pose g(x) = lf tf(t)dt et h(x)= lg(ac) = %J tf(t)de
T Jo €z X 0

i) Déterminer la limite de g(x) lorsque x tend vers 0.
ii) Déterminer la limite de g(x) lorsque © — +o0.

On pourra considérer € > 0 et justifier I'existence d’un indice x( tel que S:OOO f)dt<e
iii) En déduire que, quand a — 0 et b — +00, la quantité H,; = SZ h(x)dz tend vers S;OO f(z)dz.
On pourra utiliser des intégrations par parties.
2) Démonstration de I'inégalité de Knopp
Soit f une fonction continue par morceaux, strictement positive, intégrable sur R, .
a) Expliquer pourquoi il est possible que la fonction Inof ne soit pas continue par morceaux sur Ry.

Dans la suite, on travaille sous I’hypothése que Inof est continue par morceaux sur R .
b) Démontrer que, pour tout 0 <y < z,

exp(xiyjm (f())dt) exp(sxisz—lntdt)fl_yLmtf(t)dt

Y Y

et en déduire que  exp (1 J In(f(¢)) dt —f tf(t)
x

La positivité du terme de gauche, et la sous partle précédente appliquée au terme de droite permettraient donner
un sens a la quantité SS— * exp ( So In(f(¢)) dt) dx et d’obtenir 'inégalité

J " e (é len(f(t))dt) dr<e | fl)de

0 0 0
que 'on admet dans la suite.

3) Application a 'inégalité de Carleman
On suppose dans cette sous-partie que (a,)nen* est une suite décroissante de réels strictement positifs. On note
f la fonction en escalier qui, pour tout k € N*, est égale a ay, sur Uintervalle [k — 1, k.

a) Soit k dans N*. Démontrer que la fonction v, définie ci-dessous sur [k — 1, k] est minimale pour z = k :

ok () = %Z?;l In(a;) + 2=E+In(ay,)  sik >2
In(ay) sik=1

k T k
1 1
b) Démontrer que, pour tout k dans N*, J exp <7J In(f(t)) dt) dz > exp (E 2 In(a;)).
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On pourra utiliser la question précédente et admettre 'existence de cette quantit



c) En déduire I'inégalité de Carleman dans le cas ol (a,)nen+ €St une suite décroissante.
d) Expliquer comment on peut retirer ’hypothése de décroissance.
II. Inégalité de Carleman
On démontre dans cette partie I'inégalité de Carleman d’une maniére indépendante de la partie précédente.
La premiére sous-partie établit I'inégalité arithmético-géométrique avec des méthodes de calcul différentiel qui perm-
mettent de se familiariser avec celles qui seront utilisées dans la seconde sous-partie pour démontrer 'inégalité de
Carleman.
Soit n dans N. On note U,, Pouvert (R*)™. Son adhérence, notée U, est (R4)™.
1) Inégalité arithmético-géométrique

Soit s > 0. On définit les fonctions f et g, sur U, en posant, pour tout z = (21, ...,x,) € U,

n n
flx) = Hl’k et gs(z) = ( Z T) — 8.
k=1 k=1
On note X le sous-ensemble de U,, constitué des zéros de g5 : Xs = {x € U, | gs(x) = 0}
a) Justifier que f et g, sont de classe C* sur U,,. Donner I'expression de leur gradient en un point z = (1, ..., 7,)
de U,
b) Démontrer que la restriction de f & Xy admet un maximum sur X et que ce maximum est en fait atteint
sur X, nU,
On pourra vérifier que f est strictement positive en certains points de X n U,
¢) On note a = (ay, ..., a,) un élément de X, n U, en lequel la restriction de f & X, atteint son maximum.
d) On admet que la condition d’extremum implique que grad f(a) soit colinéaire a grad gs(a) (cf I1.2)c) pour
une démonstration).

Veérifier alors qu'il existe un réel A > 0 tel que, pour tout k dans [[1,n], ax = ! ()\a).
e) Démontrer alors que, pour tout (z1,...,2,) € U, n X, (H?zl :Ei)l/n < %Z?zl z; et en déduire I'inégalité
n 1/’IL 1 n
arithmético-géométrique :  V(z1,...,x,) € (R4)", (nmz) <= ) .
n
i=1 i=1

2) Démonstration de I'inégalité de Carleman
On considére Papplication F,, de U,, dans R, définie par
V(21, ooy @n) € Uny  Fp(x1, oy n) = o1 + (2122) % + (21203) 3 + - + (21 - - - 20) Y™
On note h,, I'application de U,, dans R, définie par  V(21,...,2n) € Un, hn(T1,.0sTn) =21 + -+ - + 25 — 1.
On admet que F), et h,, sont de classe C* sur U,. On note H,, = {(x1,...,7,) € R" | 21 + -+ 3, = 1}.
a) Déterminer le gradient de F), et le gradient de h,, en tout point de U,
b) Démontrer que la restriction de F,, a U,, n H,, admet un maximum.
On note M,, le maximum de F,, sur U, n H, et on note a = (a1, ..., a,) un point en lequel il est atteint.
¢) On suppose que a € U,, n H,. Soit h = (hq,...,hy) tel que > h; = 0. Justifier qu’il existe un voisinage V' de
0 tel que V¢t € V, a + th € H,. En déduire que hl grad f(a).
d) En raisonnant par ’absurde et en adaptant le raisonnement précédent, montrer qu’il n’est pas possible que
a¢ U, nH,.
e) Pour k € [[1,n]], on note v, = (aas - - - ap)/*. Déduire de I1.2)c) qu’il existe un réel A > 0 tel que
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7—n:)\an
n
ait+as + -+ ap =1

wp = k(1 — =) sike[1,n—1]

f) Endéduire que A = y1+y2+-+7, = Mp; et que Vk € [1,n]], 7 = Adwiax on {
Wn =N

L’objectif des trois questions suivantes est de démontrer que A < e. On suppose par 'absurde que A > e.

g) Veérifier que, pour tout k£ dans N, % < (Z—j;%)’”l.
h) Démontrer que wy < é et que, pour tout k € [1,n], wy < ki“

On pourra démontrer, pour k € [1,n — 1] que wzﬁ = fwi(l—ge)F,
i) Aboutir & une contradiction sur w,. En déduire que, pour tout n dans N* pour tout (x1,...,x,) € (R%)" tels
n
quexy+---+x, =1,0ona Z(x1x2-~a:k)1/k <e.
k=1
j) En déduire l'inégalité de Carleman.



