Interro n°15

En priorité : — 10.3.

Exercice 1. Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0. On suppose f dérivable en 0. Déterminer la limite de

f@=1CD) qnand 2 — 0.
x

Exercice 2.
1. Enoncer le théoréme de la limite de la dérivée.
2. Soit f : [a,b] — R une fonction continue sur [a,b] et de classe C* sur ]a, b]. On suppose que pour tout n € N, la
dérivée n-ieme (") admet une limite finie en a. Montrer que f est de classe C* sur [a,b].

Exercice 3.

1. Démontrer le théoréme de Rolle pour f: [a,b] — R, avec a < b.

2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. Montrer que si f s’annule en n points distincts (n = 2),
alors f’ s’annule au moins n — 1 fois.

3. Soit P € R[X] un polyndme scindé sur R. Montrer que P’ est également scindé sur R.
Exercice 4. Soit f: x ~ +/sinx + x, définie sur [0, 7/2].
1. Etudier la dérivabilité de f.
2. Montrer que f réalise une bijection de [0, 5] sur un intervalle J & préciser, de réciproque f —1 continue.

3. Montrer que f~! est dérivable sur J.
Indication : Une partie présente une difficulté. Déterminer un équivalent de f~'(z).

Exercice 5. Soit I un intervalle de R.

1. Donner la définition d’une fonction convexe f: I — R.

2. Soit a € R. Montrer que la fonction g: R — R définie par g(t) = |t + a| est convexe.
Indication : a = ta + (1 — t)a.

Exercice 6. Soit f: x— "5
1. Déterminer un DL, (0) de f.
2. Montrer que f peut étre prolongée en une fonction continue, puis que ce prolongement est dérivable.

3. Montrer que le prolongement est de classe C'.
Exercice 7.

1. Enoncer la formule des accroissements finis.
2. Déterminer un équivalent, en +oo, de "v/n + 1 — {/n.
Exercice 8. Soit f: Ry — R une fonction dérivable telle que f’(x) 75T £, avec £ > 0. Montrer que f(z) o T
Exercice 9.
1. Ecrire une fonction récursive factorielle qui renvoie n!.
2. Tout entier n € N* s’écrit, de maniére unique, comme n = 2Pm, ot p € N et m € N* est impair.
Ecrire une fonction récursive decomposition qui prend en argument n et renvoie le couple (p,m).
3. % Ecrire une fonction qui prend en argument n et renvoie exposant p tel que n! = 2Pm, avec une complexité
en O(Inn).
. . R R
Exercice 10. Soit f: - 1 -
r = 1422

1. Montrer que pour tout n € N, il existe un polynoéme P, € R,,[X] tel que Vz € R, i () = %

2. Enoncer la formule de Leibniz.
3. Vérifier que Vz € R, (14+22)f'(z) = —2zf(z). En déduire que Py, 11 +2X (n+1)P,+n(n+1)(1+X?)P,_1 = Or[x]-
4. Quelles sont les limites de f()(x) en +00? En déduire que P, est scindé a racines simples.
Exercice 11. Soit f € C?(R,R). On suppose que f et f” sont bornées sur R et on pose My = sup | f| et My = sup |f”].
1. Soit 29 € R. Montrer que pour tout t € R,  (%): f'(¢t) = f'(xo) — Ma|t — x|
2. On suppose que f’(xg) > 0. En intégrant (+) sur un segment [a, b] bien choisi, montrer que f’(zg)? < 2MoM-.
3. Conclure que sup |f/| < v/2MoMs,.
Exercice 12. % Soit n > 1, f une fonction n fois dérivable et g(z) = x”flf(%). Montrer que g™ (z) = (712; ) (%)
Exercice 13. % Soit f: [a,b] — R dérivable avec a < b. On suppose que f'(a) = f’(b). Montrer qu’il existe ¢ € ]a,b[

tel que la tangente au graphe de f en ¢ passe par le point (a, f(a)).
Indication : Expliquer comment se ramener au cas ot a = 0 et f(a) = 0. Faire un dessin et expliquer la pertinence

de g(x) = f=)
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