
Interro n°15
En priorité : Ñ 10.3.
Exercice 1. Soit f une fonction définie sur un voisinage de 0. On suppose f dérivable en 0. Déterminer la limite de
fpxq´fp´xq

x quand x Ñ 0.
Exercice 2.

1. Énoncer le théorème de la limite de la dérivée.
2. Soit f : ra, bs Ñ R une fonction continue sur ra, bs et de classe C8 sur sa, bs. On suppose que pour tout n P N, la

dérivée n-ième f pnq admet une limite finie en a. Montrer que f est de classe C8 sur ra, bs.

Exercice 3.

1. Démontrer le théorème de Rolle pour f : ra, bs Ñ R, avec a ă b.
2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. Montrer que si f s’annule en n points distincts (n ě 2),

alors f 1 s’annule au moins n ´ 1 fois.
3. Soit P P RrXs un polynôme scindé sur R. Montrer que P 1 est également scindé sur R.

Exercice 4. Soit f : x ÞÑ
?
sinx ` x, définie sur r0, π{2s.

1. Étudier la dérivabilité de f .
2. Montrer que f réalise une bijection de r0, π

2 s sur un intervalle J à préciser, de réciproque f´1 continue.
3. Montrer que f´1 est dérivable sur J .

Indication : Une partie présente une difficulté. Déterminer un équivalent de f´1pxq.

Exercice 5. Soit I un intervalle de R.

1. Donner la définition d’une fonction convexe f : I Ñ R.
2. Soit a P R. Montrer que la fonction g : R Ñ R définie par gptq “ |t ` a| est convexe.

Indication : a “ ta ` p1 ´ tqa.

Exercice 6. Soit f : x ÞÑ x
ex´1

1. Déterminer un DL1p0q de f .
2. Montrer que f peut être prolongée en une fonction continue, puis que ce prolongement est dérivable.
3. Montrer que le prolongement est de classe C1.

Exercice 7.

1. Énoncer la formule des accroissements finis.
2. Déterminer un équivalent, en `8, de n`1

?
n ` 1 ´ n

?
n.

Exercice 8. Soit f : R` Ñ R une fonction dérivable telle que f 1pxq ÝÝÝÝÝÝÝÑx Ñ `8
ℓ, avec ℓ ą 0. Montrer que fpxq ÝÝÝÑ

`8
`8.

Exercice 9.

1. Écrire une fonction récursive factorielle qui renvoie n!.
2. Tout entier n P N˚ s’écrit, de manière unique, comme n “ 2pm, où p P N et m P N˚ est impair.

Écrire une fonction récursive decomposition qui prend en argument n et renvoie le couple pp,mq.
3. ⋆ Écrire une fonction qui prend en argument n et renvoie l’exposant p tel que n! “ 2pm, avec une complexité

en Oplnnq.

Exercice 10. Soit f :
R Ñ R
x ÞÑ 1

1`x2

.

1. Montrer que pour tout n P N, il existe un polynôme Pn P RnrXs tel que @x P R, f pnqpxq “
Pnpxq

p1`x2qn`1 .

2. Énoncer la formule de Leibniz.
3. Vérifier que @x P R, p1`x2qf 1pxq “ ´2xfpxq. En déduire que Pn`1`2Xpn`1qPn`npn`1qp1`X2qPn´1 “ 0RrXs.

4. Quelles sont les limites de f pnqpxq en ˘8 ? En déduire que Pn est scindé à racines simples.

Exercice 11. Soit f P C2pR,Rq. On suppose que f et f2 sont bornées sur R et on pose M0 “ sup |f | et M2 “ sup |f2|.

1. Soit x0 P R. Montrer que pour tout t P R, p˚q : f 1ptq ě f 1px0q ´ M2|t ´ x0|.
2. On suppose que f 1px0q ą 0. En intégrant p˚q sur un segment ra, bs bien choisi, montrer que f 1px0q2 ď 2M0M2.
3. Conclure que sup |f 1| ď

?
2M0M2.

Exercice 12. ⋆ Soit n ě 1, f une fonction n fois dérivable et gpxq “ xn´1f
`

1
x

˘

. Montrer que gpnqpxq “
p´1q

n

xn`1 f
pnq

`

1
x

˘

.
Exercice 13. ⋆ Soit f : ra, bs Ñ R dérivable avec a ă b. On suppose que f 1paq “ f 1pbq. Montrer qu’il existe c P sa,br
tel que la tangente au graphe de f en c passe par le point pa, fpaqq.
Indication : Expliquer comment se ramener au cas où a “ 0 et fpaq “ 0. Faire un dessin et expliquer la pertinence
de gpxq “

fpxq

x .


