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Exercice 1. Soit n € N. Montrer que si n est impair, n° — n est divisible par 20.

Exercice 2.
1. Montrer que n + 1 divise n + 1.

2. Déterminer les entiers naturels n tels que n + 1 divise n + 4.
Exercice 3. On considére une suite définie par ug = 2 et VYn € N*, u,, = uou1 ... up_1 + 1.

1. Montrer que pour tout n € N et tout k € [0,n — 1], u,, et ug sont premiers entre eux.

2. En déduire qu’il existe une infinité de nombres premiers.

Exercice 4. Soient a, b premiers entre eux. Justifier que ppcm(a, b) = ab.
Exercice 5.

1. Pour a,b € Z. Justifier briévement ’existence de d € N tel que aZ+bZ = dZ, puis que d est le plus grand diviseur
commun & a et b.

2. Pour n € N*, on pose a, = 2" + 3".

(a) Montrer que 2" € a,Z + a,41Z et 3" € ap,Z + an1Z.
(b) En déduire pged(ay, by,).

Exercice 6. Résoudre n* + nY = n?, avec x,y, z,n € N*.

Exercice 7. % Résoudre ’équation é + % = 243, d’inconnues a,b,n € N*.

Indication : Peut-on supposer que a et b sont premiers entre eux ?

Exercice 8. % Soient a,b € N*. Montrer que a et b sont premiers entre eux si et seulement si pour tout entier
n=(a—1)(b—1), il existe (u,v) € N? tel que au + bv = n.

Indication : Il s’agit de trouver u tel que n — au soit un multiple de b.

Exercice 9. % Théoréme de Wolstenholme. Soit p > 3 un nombre premier. On écrit 1 + % ot =

p—1 — (p—D!"
1. Soient u,v € Z tel que % € Z. On suppose que v est inversible modulo n c’est-a-dire qu’il existe v’ € Z tel que
v’ = 1[n]. Justifier que % = uv'[n].

2. Montrer que p divise a.
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