
Interro n°27
Les questions 9.1 et 10.1 sont proches du cours.
Exercice 1. Donner trois définitions équivalentes du caractère alterné d’une forme n-linéaire f : En Ñ K.
Exercice 2. Soient A,B P MnpRq.

1. Rappeler la formule donnant le déterminant d’une matrice A P MnpRq.
2. Soit A,B P MnpRq, C “ A ` iB P MnpCq et C 1 “ A ´ iB “ C. Comparer d “ detC et d1 “ detC 1, justifier.
3. ⋆ Montrer que si AB “ BA, alors detpA2 ` B2q ě 0.

Exercice 3. Soit n P N˚. On considère le déterminant Dn “
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1. Calculer D1, D2 et D3.
2. Pour n ě 3, en effectuant l’opération L1 Ð L1 ´ 2L2 ` L3, déterminer la valeur de Dn.

Indication : On obtient une relation de récurrence simple.

Exercice 4. Résoudre

∣∣∣∣∣∣
1 ´ x 2 ´2
2 1 ´ x ´2
2 2 ´3 ´ x

∣∣∣∣∣∣ “ 0 Indication : Commencer par L1 Ð L1 ´ L2.

Exercice 5.

1. Rappeler la définition de la comatrice.

On note GLnpZq l’ensemble des matrices A P MnpZq inversibles telles que A´1 P MnpZq.

2. Montrer qu’une matrice M P MnpZq est dans GLnpZq si et seulement si son déterminant vaut ˘1.
Indication : Pour une des implications écrire AA´1 “ In, pour l’autre, utiliser la comatrice.

Exercice 6. Soit M “
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1. Énoncer le résultat de développement suivant une ligne ou une colonne (au choix) du déterminant d’une matrice
A P MnpRq (définir les objets).

2. Calculer le déterminant de M . Indication : On trouve 1 ` p´1qn`1αn.
3. Déterminer, en fonction de α P C, le rang de M .

Indication : Il suffit de distinguer detM “ 0 ou non, il n’est pas utile d’expliciter les α dont on parle.

Exercice 7. Soient a, b, c, d P R et n P N˚. On considère la matrice M P M2npRq définie par : M “

ˆ

aIn bIn
cIn dIn

˙

.

1. Que vaut detpMq dans les cas piq : a “ d “ ´1 et c “ b “ 0 et piiq : a “ b “ c “ d “ 1

2. Calculer detpMq dans le cas où a ‰ 0, puis dans le cas général.
Indication : Opérations sur les lignes ou changement de base.

Exercice 8. Soient A,B,C,D P MnpRq. On suppose que D P GLnpRq.

1. Trouver X,Y, Z, T P MnpRq tels que
ˆ

A B
C D

˙

“

ˆ

In X
0 Y

˙ ˆ
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T In

˙
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2. En déduire que si C et D commutent, det
ˆ

A B
C D

˙

“ detpAD ´ BCq.

Exercice 9. Soient x0, . . . , xn des réels.

1. Rappeler la valeur du déterminant de Vandermonde V px0, . . . , xnq “ detpxi
jq0ďi,jďn. À quelle condition est-il

non nul ?
2. Soient P0, P1, . . . , Pn P RrXs tels que pour tout i P rr0, nss, degPi “ i. On note ai le coefficient dominant de

Pi. On pose A “ pPipjqq0ďi,jďn P Mn`1pRq. Montrer qu’il existe une matrice L triangulaire inférieure telle que
A “ L ¨ V p0, 1, . . . , nq.

3. En déduire la valeur de detpAq en fonction des ai.

Exercice 10. Déterminant de Cauchy. Soient a1, . . . , an et b1, . . . , bn. On considère le déterminant ∆n de la
matrice

´

1
ai`bj

¯

1ďi,jďn
.

1. On suppose que les bi sont deux à deux distincts. Décomposer en éléments simples F pXq “
pX´a1q...pX´an´1q

pX`b1q...pX`bnq
.

On note αn le coefficient du pôle ´bn.

2. En déduire que ∆n “
F panq

αn
∆n´1.

3. Donner une expression explicite de ∆n.



Exercice 11. ⋆ Soit A P MnpRq. On suppose que pour tout i P rr1, nss,
řn

j“1 |aij | ď 1. Montrer que |detA| ď 1.
Exercice 12. ⋆ Soient n entiers a1, . . . , an.

1. Montrer que si a1, . . . , an sont les coefficients de la première colonne d’une matrice de GLnpZq, alors ils sont
premiers entre eux dans leur ensemble.

2. On appelle ici transvection l’opération consistant à retrancher à un des ai une combinaison des autres à coefficients
entiers. Par exemple pa, bq ÞÑ pa ´ bq, bq, lorsque n “ 2. Justifier que par une succession de transvections et de
permutations, on peut transformer pa1, . . . , anq en p1, 0, . . . , 0q.

3. Montrer que si les ai sont premiers dans leur ensemble, il existe une matrice A P GLnpZq qui admet pa1, . . . , anq

comme première colonne.
Indication : Il est clair que l’on peut trouver une matrirce A P GLnpZq de première colonne p1, 0, . . . , 0q.


