Interro n°31

Exercice 1.
1. Donner deux formes du DLj(a) d’une fonction f: R"™ — R de classe C'.
2. Pour f: R? — R de classe C!, dériver g: t — f(t2,13).
Exercice 2. Soit U un ouvert convexe, f: U — R de classe C! et a,be U.
1. Montrer que f(b) — f(a) = Sé(b —a,Vf(a+tb—a)))dt.
2. En déduire que |f(b) — f(a)] < ||b— al|ysupy [V f]]5-
Exercice 3.

1. Soit A — R2. Rappeler la définition de A fermé.
2. Montrer que SL,(R) = {4 € M,(R) | det A = 1} est un fermé.

Exercice 4. On pose A = R?\{(0,0)}. Soit f: A — R de classe C! vérifiant (E): y% - Jc% =0.
1. Interpréter géométriquement (E) en considérant, en M = (z,y), les vecteurs grad f(M) et OM.
. s s 0 0
2. On pose g(r,0) = f(rcosf,rsind). Expliciter 5 et 57,
A, flzy) = o(Va? +y?).

Exercice 5.

puis montrer qu'’il existe ¢: RT — R telle que Vz,y €

1. Soit f: I — R dérivable. Rappeler I’équation de la tangente a la courbe de f au point d’abscisse xg € I.

On considére une fonction f: R? — R de classe C!. On admet que la surface S d’équation z = f(z,y) posséde au

point Mo (xo, Yo, f(x0,yo)) un plan tangent d’équation :

= o, o) + 5 (o, o) = 0) + 5 (oo, v0) = )

2. Donner un vecteur normal 77 & ce plan en M.

3. Soit v: I — R® une courbe dérivable t — (x(t),y(t), 2(t)) tracée sur S, c’est-a-dire vérifiant V¢, v(t) € S. Vérifier

que pour tout ¢, le vecteur ~/(t) est orthogonal & 7 au point ~(t).

Exercice 6. Soit f: (x,y) — % si (x,y) # (0,0), £(0,0) = 0.

1. Montrer que f(x,y) W 0

2. Justifier que f est de classe C! sur Q = R?\{(0,0)}, et donner ses dérivées partielles
3. Montrer que f posséde des dérivées partielles en (0, 0).
4. Montrer trés briévement que f est de classe C! sur R2.

Exercice 7. Soit C' = {(z,y) € (Ry)? |z +y <2} et f: (z,y) — 2?y%(2? + y?).

1. Représenter C.

2. Justifier que f admet un maximum sur C.

3. Déterminer les points critiques de f.

4. Déterminer le maximum de f sur C'

Exercice 8. On représente un graphe pondéré dont I'ensemble des sommets est [[0,n — 1]] par une matrice M telle que
M[i][3j] soit le poids d’un arc i — j, ou None s’il n’y a pas d’arcs.

1. Ecrire une fonction qui prend en argument M et une liste de sommets 1 représentant un chemin dans le graphe,
et qui renvoie le poids du chemin, ou None si ce n’est pas un chemin (8’il manque un arc entre un sommet 1[1]

et 1[1+1])

2. % Que renvoie l'extrait suivant 7 Enoncer un invariant de la boucle extérieure.

def mystere(M, s0): # M est un graphe pondéré, s@ est un sommet

n = len(M)

d = [10 *xx 9] *x n # On considérera que 10 *x 9 est l'infini

d[s0@] =0
for _ in range(n):
for k in range(n):
for 1 in range(n):
if M[K][1] !'= None:
d[l] =
return d

Exercice 9. % Soit f € C*(R,R). On pose g(z,y) = {

Exercice 10. % Preuve différentielle du théoréme spectral. Soit S € S, (R) et h: X € R"\{0} —

min(d[1], d[k] + M[Kk][1l])

f@)=f(y)

Ty six #y

Montrer que g est continue.

f'(z) sinon.

(5X,X)
Ix(? -




1. Montrer que h admet un maximum et un minimum.
Indication : Que dire de h(AX) ?

2. Justifier que h est C! et montrer que Vh(X) = 2 H‘j{)ﬁQ — 2<Sﬁ§’()ﬂ?x
Indication : Pour expliciter le gradient, utiliser l'unicité du développement limité : considérer h(X + H) et en
faire un développement limité quand H — 0, qui permet d’identifier le gradient. On o (SX,H) ={(X,SH), car
S symétrique.

3. En déduire que S admet une valeur propre : il existe X # 0 et A € R tel que SX = \X.

Exercice 11. %

1. On considére deux points A, B distincts du cercle unité, et application f qui & un point C du cercle associe
AC + BC. Déterminer les extrema locaux de f.

2. On considére un entier n > 3 et une liste croissante (61,...,6,) & termes dans [0,27]. Déterminer la valeur
maximale possible pour le périmétre du polygone de sommets e, ... e (dans cet ordre).



