Interro n°4

Les questions 8.1, 9.1, 10.1 sont du cours.
557 Exercice 1 Calculer la dérivée de la fonction
. m 2. arctan -z 3. arcsin+/x
vi2 Exercice 2 Montrer que pour z,y € R, cosh?(z) — sinh?(z) = 1.
NYF Exercice 3
1. Montrer que pour n = 1 et xy,...,2, € R, ’;vl—i----—i-xn’ < |zg|+ -+ |znl
2. Pour p > 2, et pour x € R, on pose Sy(z) = 3h_, cos(vVkx) et Tp(z) = Sh_, sin(kx)
(a) Montrer que, pour tout z € R, |S,(z)| < p et |T,(z)| < p(pH) |z|.
(b) Y Montrer que S, n’est pas périodique.
ToB Exercice 4
1. Donner deux définitions équivalentes de la densité d’une partie A dans R

. B(2" PR
2. Soit € R. Pour n € N, on pose u, = 2"2) Donner un encadrement de Uy, et en déduire que ’ensemble

27L
Dy = {2ﬁ, keZne N} est dense dans R.

TLW Exercice 5 Soit a > 0. On considére la fonction f: ¢ — (%)*.

1. Quel est I'ensemble de définition de f 7 On se contentera d’un intervalle.

2. Etudier I'existence d’'un maximum de f.
csx Exercice 6
1. Montrer que Vz € [0, 1], 22% — 322 + 1 > 0.
2. En déduire que Vz € [ [ 2sinx + tanx > 3z.
Indication : Utiliser une expression judicieuse de la dérivée de tan.
pac Exercice 7 Montrer que pour tout n = 2, (1 + %)n <e< (1 - %)_n
D20 Exercice 8

1. Enoncer l'inégalité de Cauchy-Schwarz pour des réels z1,..., 2, et y1,...,Yn.
2. Soit P: z — Y1 _, axz”® un polynome réel a coefficients positifs. Montrer que Vr,y € R, P(2?)P(y?) > P(xy)>.
Indication : ay = \/ai./ax
UOR Exercice 9

1. Rappeler la formule d’addition pour tan(a + b).
2. Montrer que arctan(2+/2) + 2arctan(y/2) = 7.

3. % En déduire la valeur de arctan ﬁ + 2 arctan %

8r9 Exercice 10 Inégalité de Young.

1. Donner la définition d’une fonction f: R — R convexe dérivable. Ecrire I'inégalité de convexité a 2 variables pour
une telle fonction qui traduit sa position par rapport a ses cordes.

2. Soient p,q > 1 tels que % + % = 1. Montrer 'inégalité de Young : pour a,b > 0, %p + % > ab.
BCs Exercice 11 Soit n € N* et x1,...,x, = 0. Montrer que
(52) <55 02,
1=1 1=17=1 it ‘7 o 1

vaF Exercice 12 % Soit A = {\/m —+/n, (n,m) € N* tq m > n}.
1. Montrer que A est dense au voisinage de 0, c’est-a-dire pour tout € > 0, il existe u € A tel que u < ¢.
2. Montrer que A est dense dans R,.

M1 Exercice 13 % Valeurs rationnelles de cos(nr). Soit r € Q. Pour n € N, on pose a,, = 2cos(2"7r).

1. Montrer que (ay)nen ne prend qu’un nombre fini de valeurs.
2. Expliciter une relation de récurrence vérifiée par la suite (ay,).
3. On suppose que cos(nr) € Q. Montrer que Vn € N, a,, € Z. En déduire les valeurs possibles de r.



