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Interro n°18&

En priorité — 11

Exercice 1 On considére la famille F = (P1 =X’ 4+ X+1,PB=X?2-X—-1,P=X%+ X) de polynomes de Ro[ X].
Montrer que F est libre.

Exercice 2 Soit u: E — F linéaire.

1. Montrer que Ker u est un sous-espace vectoriel de F.

2. Si G est un sous-espace vectoriel de E, montrer que u(G) est un sous-espace vectoriel de F'.
Exercice 3 Soit u: R2 - R? (z,y) — (22 + 2y, —x — y).

1. Déterminer des bases de Imu et Ker u. On ne demande pas de justifier.

2. Montrer que v o u = u.

Exercice 4 Soit (ey,...,e,) une famille libre, et k € [1,n — 1]. Montrer que Fy, = Vect(e1,...,ex) et G =
Vect(eg+1, - - -, €n) sont en somme directe.

Exercice 5 Soit u,v € L(E) qui commutent. Montrer que Imv et Ker v sont stables par u.
Exercice 6 Soit a € R. Dans R,,[X], on considére la famille F = (1, X —a, (X —a)?,..., (X —a)").
1. Montrer que F est libre.
2. A T'aide de la formule de Taylor polynomiale, montrer que F est génératrice, et expliciter, pour P € R,,[X], ses
coordonnées dans la base F.
Exercice 7 Soit £ = C°(R,R), et pour a € R, E, = {f € E | f(a) = 0}.
1. Donner la définition de la somme E, + Ey. Pour a # b, a-t-on E, ® FEy ?
2. Montrer que si a # b, alors E, + E, = E.

Exercice 8 Soit E = C®(R,R) et u application définie par u(f) = f — f".
1. Montrer que u est linéaire.

2. Déterminer Ker u.
3. Montrer que (cosh, sinh) est une base de Ker u.

Exercice 9 Dans M,,(R), montrer que A,, (’ensemble des matrices antisymétriques) et S,, sont supplémentaires.
Indication : Indication : Pour la seconde moitié, raisonner par condition nécessaire, et prendre la transposée.

Exercice 10 Soit F un espace vectoriel et x1,...,x, € E. On considére u: K* > E  (A1,..., ) — ZLI NiT;.
1. Montrer que u est linéaire.
2. Montrer que u est surjective si et seulement si la famille (z1,...,z,) est génératrice.
3. Montrer que u est injective si et seulement si la famille (z1,...,z,) est libre.
Exercice 11 Soit A = (; Z) et f e L{(M3(R)) définie par f: M — AM.
Indication : Im f et Ker f sont des sevs de M,,(R).
1. Déterminer une base de Ker f. 2. Déterminer une base de Im f.

Exercice 12 Montrer que si C + (An B) = B, alors A+ C = A + B.
Exercice 13

1. Pour u,v € L(E), montrer que Ker(u ov) = Kerv si et seulement si Im v ® Ker .
2. Soit u € L(FE) tel que Keru = Ker u?. Montrer que Vn > 2, Keru" = Ker u.
3. % Soit E =C®(R,R) et ve L(E) y+> y'. Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme u € L(E) tel que u? = v.
Indication : Les seuls sevs d’une droite vectorielle D sont {0} et elle-méme.
Exercice 14 Montrer que la famille de fonctions ( fr: & — cos” x) o<h<n €St libre.
Exercice 15 %
1. Soit E = C°(R,R), et ®: f — (z — (1 +2?)f(z)).
(a) Montrer que ® est un automorphisme de E.
(b) Existe-t-il F' c E stable par ® tel que (i) @ F ne soit pas injective ? (ii) @ ne soit pas surjective ?
Indication : (i) : Oui.
2. Existe-t-il un automorphisme u de R[X] et F' = R[X] stable par u tel que u(F') # F?
Indication : Définir une application linéaire sur R[X] revient & choisir les valeurs de u(X*), pour k e N.

Exercice 16 % Soit n € N* et Ay,..., A, 1 des parties non vides de [[1,n]).



1. Pour tout k € [1,n + 1]|, on considére vy, € R™ le vecteur indicateur de Ay 1, ¢’est-a-dire le vecteur de coordonnées

1siie A
(vk)i = {0 eron ¥ Montrer que la famille (vy,...,v,41) est liée.

2. Montrer qu’il existe deux ensembles d’indices I, J < [1,n], non vides et disjoints, tels que U A; = U Aj.
el jeJ



