
Interro n°18

En priorité Ñ 11

FSZ Exercice 1 On considère la famille F “
`

P1 “ X2 ` X ` 1, P2 “ X2 ´ X ´ 1, P3 “ X2 ` X
˘

de polynômes de R2rXs.
Montrer que F est libre.

QVM Exercice 2 Soit u : E Ñ F linéaire.

1. Montrer que Keru est un sous-espace vectoriel de E.
2. Si G est un sous-espace vectoriel de E, montrer que upGq est un sous-espace vectoriel de F .

XZE Exercice 3 Soit u : R2 Ñ R2 px, yq ÞÑ p2x ` 2y,´x ´ yq.

1. Déterminer des bases de Imu et Keru. On ne demande pas de justifier.
2. Montrer que u ˝ u “ u.

683 Exercice 4 Soit pe1, . . . , enq une famille libre, et k P rr1, n ´ 1ss. Montrer que Fk “ Vectpe1, . . . , ekq et Gk “

Vectpek`1, . . . , enq sont en somme directe.

RMY Exercice 5 Soit u, v P LpEq qui commutent. Montrer que Im v et Ker v sont stables par u.

SSA Exercice 6 Soit a P R. Dans RnrXs, on considère la famille F “ p1, X ´ a, pX ´ aq2, . . . , pX ´ aqnq.

1. Montrer que F est libre.
2. À l’aide de la formule de Taylor polynomiale, montrer que F est génératrice, et expliciter, pour P P RnrXs, ses

coordonnées dans la base F .

2M4 Exercice 7 Soit E “ C0pR,Rq, et pour a P R, Ea “ tf P E | fpaq “ 0u.

1. Donner la définition de la somme Ea ` Eb. Pour a ‰ b, a-t-on Ea ‘ Eb ?
2. Montrer que si a ‰ b, alors Ea ` Eb “ E.

0VN Exercice 8 Soit E “ C8pR,Rq et u l’application définie par upfq “ f ´ f2.

1. Montrer que u est linéaire.
2. Déterminer Keru.
3. Montrer que pcosh, sinhq est une base de Keru.

ZI7 Exercice 9 Dans MnpRq, montrer que An (l’ensemble des matrices antisymétriques) et Sn sont supplémentaires.
Indication : Indication : Pour la seconde moitié, raisonner par condition nécessaire, et prendre la transposée.

T5Q Exercice 10 Soit E un espace vectoriel et x1, . . . , xn P E. On considère u : Kn Ñ E pλ1, . . . , λnq ÞÑ
řn

i“1 λixi.

1. Montrer que u est linéaire.
2. Montrer que u est surjective si et seulement si la famille px1, . . . , xnq est génératrice.
3. Montrer que u est injective si et seulement si la famille px1, . . . , xnq est libre.

PJ5 Exercice 11 Soit A “

ˆ

1 2
2 4

˙

et f P LpM2pRqq définie par f : M ÞÑ AM .

Indication : Im f et Ker f sont des sevs de MnpRq.
1. Déterminer une base de Ker f . 2. Déterminer une base de Im f .

7LK Exercice 12 Montrer que si C ` pA X Bq “ B, alors A ` C “ A ` B.

JJL Exercice 13

1. Pour u, v P LpEq, montrer que Kerpu ˝ vq “ Ker v si et seulement si Im v ‘ Keru.
2. Soit u P LpEq tel que Keru “ Keru2. Montrer que @n ě 2, Kerun “ Keru.
3. ⋆ Soit E “ C8pR,Rq et v P LpEq y ÞÑ y1. Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme u P LpEq tel que u2 “ v.

Indication : Les seuls sevs d’une droite vectorielle D sont t0u et elle-même.

L2D Exercice 14 Montrer que la famille de fonctions
`

fk : x ÞÑ cosk x
˘

0ďkďn
est libre.

62X Exercice 15 ⋆

1. Soit E “ C0pR,Rq, et Φ: f ÞÑ px ÞÑ p1 ` x2qfpxqq.

(a) Montrer que Φ est un automorphisme de E.
(b) Existe-t-il F Ă E stable par Φ tel que (i) ΦF ne soit pas injective ? (ii) ΦF ne soit pas surjective ?

Indication : (ii) : Oui.

2. Existe-t-il un automorphisme u de RrXs et F Ă RrXs stable par u tel que upF q ‰ F ?
Indication : Définir une application linéaire sur RrXs revient à choisir les valeurs de upXkq, pour k P N.

MFU Exercice 16 ⋆ Soit n P N˚ et A1, . . . , An`1 des parties non vides de rr1, nss.



1. Pour tout k P rr1, n ` 1ss, on considère vk P Rn le vecteur indicateur de Ak`1, c’est-à-dire le vecteur de coordonnées

pvkqi “

#

1 si i P Ak

0 sinon
. Montrer que la famille pv1, . . . , vn`1q est liée.

2. Montrer qu’il existe deux ensembles d’indices I, J Ă rr1, nss, non vides et disjoints, tels que
ď

iPI

Ai “
ď

jPJ

Aj .


