
Interro n°19

En priorité : Ñ ex 9.

21X Exercice 1

1. Rappeler la définition du rang d’une application linéaire et énoncer le théorème du rang.
2. Dans M2pRq, expliciter une matrice M de rang 1, sans coefficients nuls.
3. Soient u, v P LpEq, avec E de dimension finie n. Montrer que rangpu ` vq ď rang u ` rang v.

SSO Exercice 2 Dans MnpRq.

1. Montrer que An et Sn sont supplémentaires.
2. Soit p la projection sur Sn parallèlement à An. Donner, pour M P MnpRq, une expression de ppMq.

KPB Exercice 3 Soit F “ tP P R5rXs | P p1q “ P 1p1q “ P p2q “ 0u.

1. Donner sans justifier une base de F .
2. Donner un supplémentaire de F dans R5rXs. Justifier.

0K9 Exercice 4 Soit E un espace vectoriel et p un endomorphisme de E tel que p2 “ p.

1. Montrer que Ker p et Im p sont en somme directe.
2. Montrer que E “ Ker p ` Im p.

UI7 Exercice 5 Soit E un espace vectoriel, H un hyperplan de E et F un sous-espace vectoriel de E.

1. On suppose que E est de dimension finie n. Quelle est la dimension de H ? En appliquant Grassmann, en déduire
que dimF X H ě dimF ´ 1.

2. On suppose que F est de dimension finie. Rappeler la définition d’un hyperplan et en interprétant F XH comme
le noyau d’une applicaton, montrer que dimF X H ě dimF ´ 1.

9BH Exercice 6 Soit px1, . . . , xnq des réels distincts, et Φ: R2n´1rXs Ñ R2n P ÞÑ pP px1q, . . . , P pxnq, P 1px1q, . . . , P 1pxnqq.
Montrer que Φ est un isomorphisme.

183 Exercice 7 Soit pe1, . . . , enq une famille libre de vecteurs de E.

1. Dans cette question, on suppose que pe1, . . . , enq est une base de E.

(a) Définir une forme linéaire non nulle φ : E Ñ K telle que @i, j P rr1, nss, φpei ´ ejq “ 0.
(b) Montrer que la famille F “ pei ´ ejqi,jďn n’est pas génératrice de E.

2. Montrer que la famille F “ pei ´ ejqi,jďn n’est pas génératrice de E.

ARF Exercice 8 Formule de Grassmann. Soit F , G deux sous-espaces vectoriels de E de dimensions finies. On considère
ph1, . . . , hrq une base de F X G. On complète ph1, . . . , hrq en une base ph1, . . . , hr, f1, . . . , fpq de F et en une autre
base ph1, . . . , hr, g1, . . . , gqq de G.

1. Montrer que ph1, . . . , hr, f1, . . . , fp, g1, . . . , gqq est une base de F ` G.
2. En déduire la formule de Grassmann.

E5I Exercice 9 On considère l’endomorphisme u : RrXs Ñ RrXs défini par upP q “ P pX ` 1q ´ P pXq et, pour n P N, la
restriction un : RnrXs Ñ RrXs P ÞÑ upP q.

1. Soit n P N˚. En utilisant que @k P rr1, nss, deg upXkq “ k ´ 1 et que up1q “ 0RrXs, montrer que upRnrXsq “

Rn´1rXs.
2. (a) Montrer que u est surjective.

(b) On note F “ tP P RrXs | P p0q “ 0u. Montrer que u réalise un isomorphisme de F sur RrXs.
Indication : On peut justifier à la main que tout Q P RrXs admet un unique antécédent dans F , ou
appliquer la forme géométrique du théorème du rang.

T12 Exercice 10 Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que @x P E, upxq P Vectpxq. Montrer que u est
une homothétie vectorielle, c’est-à-dire qu’il existe λ P K tel que u “ λ IdE .
Indication : Pour x P Ezt0u, il existe λx tel que upxq “ λxx. Pour y P E, discuter selon si y P Vectx ou non.

WCY Exercice 11 Soient E,F de dimension finie, f P LpE,F q et V un sous-espace vectoriel de F . Montrer que dim f´1pV q ě

dimE ` dimV ´ dimF .
Indication : Commencer par un théorème du rang, et simplifier les quantités qui apparaissent.

NTT Exercice 12 ⋆ Produits d’endomorphismes nilpotents.

1. Soit u un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension n, montrer que un “ 0
Indication : Considérer pkerupqpPN.



2. On considère n endomorphismes nilpotents u1, . . . , un d’un espace de dimension n commutant deux à deux.
Montrer que le produit u1 . . . un est nul.
Indication : Considérer Fi “ Impu1 ˝ ¨ ¨ ¨ ˝ uiq. Remarquer que Fi est stable par ui`1.

3. Trouver les endomorphismes de C8pr0,1s,Rq dont le carré vaut la dérivation.

PRT Exercice 13 ⋆ Lemmes de factorisation. Soient E,F,G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soit a P LpE,F q

et b P LpE,Gq, montrer que Ker b Ă Ker a si et seulement s’il existe c P LpG,F q telle que a “ c ˝ b.
Indication : Considérer un supplémentaire H de Im b.


