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Interro n°19

En priorité : — ex 9.
Exercice 1

1. Rappeler la définition du rang d’une application linéaire et énoncer le théoréme du rang.

2. Dans Ms(R), expliciter une matrice M de rang 1, sans coefficients nuls.

3. Soient u,v € L(E), avec E de dimension finie n. Montrer que rang(u + v) < rangu + rangv.
Exercice 2 Dans M, (R).

1. Montrer que A,, et S, sont supplémentaires.

2. Soit p la projection sur S,, parallélement a A,,. Donner, pour M € M, (R), une expression de p(M).
Exercice 3 Soit F' = {P € R5[X] | P(1) = P'(1) = P(2) = 0}.

1. Donner sans justifier une base de F'.

2. Donner un supplémentaire de F dans Rs[X]. Justifier.
Exercice 4 Soit E un espace vectoriel et p un endomorphisme de E tel que p? = p.

1. Montrer que Kerp et Im p sont en somme directe.

2. Montrer que E = Kerp + Imp.
Exercice 5 Soit E un espace vectoriel, H un hyperplan de E et F' un sous-espace vectoriel de F.

1. On suppose que E est de dimension finie n. Quelle est la dimension de H 7 En appliquant Grassmann, en déduire
que dimF n H > dim F — 1.
2. On suppose que F' est de dimension finie. Rappeler la définition d’un hyperplan et en interprétant F'n H comme
le noyau d’une applicaton, montrer que dim F' n H > dim F' — 1.
Exercice 6 Soit (z1,...,z,) des réels distincts, et ®: Ry,_1[X] > R*™ P> (P(z1),..., P(x,), P'(21),..., P'(xy)).
Montrer que ® est un isomorphisme.

Exercice 7 Soit (ey,...,e,) une famille libre de vecteurs de E.

1. Dans cette question, on suppose que (eq,...,e,) est une base de F.

(a) Définir une forme linéaire non nulle ¢: E — K telle que Vi, j € [1,n]], ¢(e; —e;) = 0.
(b) Montrer que la famille F = (e; — e;); j<n N'est pas génératrice de E.

2. Montrer que la famille 7 = (e; — e;); j<n n’est pas génératrice de E.
Exercice 8 Formule de Grassmann. Soit F', G deux sous-espaces vectoriels de F de dimensions finies. On considére
(h1,...,hy) une base de F' n G. On compléte (hi,...,h,) en une base (h1,...,h., f1,...,fp) de F' et en une autre
base (h1,...,hr,01,...,9) de G.

1. Montrer que (h1,...,hr, fi,..., fp,91,...,9q) €st une base de F' + G.

2. En déduire la formule de Grassmann.
Exercice 9 On considére 'endomorphisme u: R[X] — R[X] défini par u(P) = P(X + 1) — P(X) et, pour n € N, la
restriction u,: R,[X] = R[X] P — u(P).

1. Soit n € N*. En utilisant que Vk € [1,n]],degu(X*) = k — 1 et que u(1) = Og[x], montrer que u(R,[X]) =

Rn—1[X].
2. (a) Montrer que u est surjective.

(b) On note F = {P € R[X] | P(0) = 0}. Montrer que u réalise un isomorphisme de F' sur R[X].
Indication : On peut justifier ¢ la main que tout Q € R[X] admet un unique antécédent dans F, ou
appliquer la forme géométrique du théoréme du rang.

Exercice 10 Soit u un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E tel que Vo € E, u(z) € Vect(x). Montrer que u est
une homothétie vectorielle, c’est-a-dire qu’il existe A € K tel que u = A1dg.
Indication : Pour x € E\{0}, il existe \, tel que u(x) = Ayx. Pour y € E, discuter selon si y € Vectx ou non.

Exercice 11 Soient E, F' de dimension finie, f € L(E, F) et V un sous-espace vectoriel de F'. Montrer que dim f~1(V) >
dim F 4+ dimV — dim F.

Indication : Commencer par un théoréme du rang, et simplifier les quantités qui apparaissent.

Exercice 12 % Produits d’endomorphismes nilpotents.

1. Soit w un endomorphisme nilpotent d’un espace vectoriel E de dimension n, montrer que u™ = 0
Indication : Considérer (ker uP)pen.



2. On considére n endomorphismes nilpotents uy,...,u, d’'un espace de dimension n commutant deux a deux.
Montrer que le produit u; ... u, est nul.
Indication : Considérer F; = Im(uj o - ou;). Remarquer que F; est stable par w;11.

3. Trouver les endomorphismes de C*([0,1],R) dont le carré vaut la dérivation.
PRT Exercice 13 % Lemmes de factorisation. Soient E, F, G trois espaces vectoriels de dimension finie. Soit a € L(E, F)

et be L(FE,G), montrer que Ker b c Kera si et seulement 8'il existe ¢ € L(G, F) telle que a = cob.
Indication : Considérer un supplémentaire H de Imb.



