
Interro n°22

OD8 Exercice 1
1. Énoncer la formule de Taylor-Lagrange avec reste intégral en un point a.
2. En déduire que @k P N, @x ě 0, ex ě xk

k! .
D1X Exercice 2 Donner les DL en 0 à un ordre quelconque de

1. ex 2. lnp1 ` xq 3. cosx

MHR Exercice 3
1. Soit n ě 2. Justifier que 1?

n
ď

şn

n´1
1?
t
dt et donner sans justifier une minoration de 1?

n
du même type.

2. Montrer que Sn “
řn

k“2
1?
k

vérifie Sn „`8 2
?
n.

3. Quelle est la nature de la série
ř

kě1
1?
k

?

KRU Exercice 4 Déterminer le DL5p0`q de px2 ` 2x3 ` 2x4q3{2

ZK4 Exercice 5
1. Décomposer en éléments simples dans C la fraction 1

x2`1 .
Indication : Les coefficients seront complexes.

2. En déduire une expression explicite de arctanpnq.
RHR Exercice 6 Soit f de classe C2 telle que fp0q “ 1, f 1p0q “ 0 et f2p0q “ ´1.

1. Écrire un DL2p0q de f . 2. Montrer que, pour a P R, lim
xÑ`8

f
`

a?
x

˘x
“ e´a2

{2.

EEE Exercice 7
1. Montrer que f : x ÞÑ xex

2

admet une réciproque C8. 2. Déterminer un DL3p0q de f´1.
T7N Exercice 8 Soit z P C.

1. À quelle condition sur z est-ce que la série
ř

zn converge ? Dans ce cas, préciser sa somme.

2. (a) À l’aide de la fonction fpxq “
řn

k“0 x
k, montrer que pour x P s´1,1r,

řn
k“1 kx

k´1 “
1´p1`nqxn

`nxn`1

p1´xq2
.

(b) En déduire, pour x P s´1,1r, la nature de la série
ř

kě0 kx
k, et la valeur de sa somme.

Indication : L’étude de la nature d’une série revient à l’étude de la nature d’une suite.
3. ⋆ Expliquer comment étendre le résultat précédent à la série

ř

kě0 kz
k, pour z P C de module ă 1.

7NH Exercice 9 Soient X1, . . . , Xn des variables indépendantes suivant des lois de Bernoulli Bppq, et, pour k P rr0, nss,
Sk “

řk
i“1 Xi.

1. Rappeler la définition de Bppq, et justifier que Sk suit une loi Bpk, pq.
2. On considère pZnqnPN˚ une suite de variables indépendantes, d’images t´1, 1u avec P pZi “ 1q “ P pZi “ ´1q “ 1

2 ,
et Tk “

řk
i“1 Zi, (T0 “ 0).

(a) Justifier que pour n P N, P pT2n`1 “ 0q “ 0.
(b) Déterminer, pour n P N, P pT2n “ 0q.

Indication : Ou bien, compter le nombre d’issues élémentaires, et multiplier par leur probabilité commune,
ou bien considérer T˚

2n “ T2n`2n
2 .

6A1 Exercice 10 Déterminer une CNS sur a1, . . . , an pour que fpxq “
řn

k“1
ak

tanpkxq
tende vers 0 quand x Ñ 0.

Indication : Écrire un DL de chaque sommande.
3BI Exercice 11 Fonction de Bernoulli.

1. On considère φ : R˚ Ñ R x ÞÑ x
ex´1 .

(a) Montrer que φ est prolongeable par continuité en 0, et que ce prolongement (que l’on note aussi φ) est
dérivable en 0. Préciser φp0q et φ1p0q.

(b) Justifier que φ admet un développement limité en 0 à l’ordre n (que l’on ne cherchera pas à déterminer).
2. On pose φpxq “ a0 ` a1x ` ¨ ¨ ¨ ` anx

n ` o0pxnq. Montrer que a0 “ 1 et que

@n ě 2,
n´1
ÿ

k“0

1

pn ´ kq!
ak “ 0.

8D1 Exercice 12 Soit f : R Ñ R de classe C2 vérifiant fp0q “ f 1p0q “ 0 et f2p0q ą 0.
1. Montrer l’existence de a ą 0 tel que f soit strictement décroissante sur r´a, 0s et strictement croissante sur

r0, as.
Indication : Utiliser la continuité de f2.

2. Soit b “ minpfp´aq, fpaqq. Montrer que pour tout λ P r0, bs, l’équation fpxq “ λ admet une unique solution
x1pλq dans r´a, 0s et une unique solution x2pλq dans r0, as.

3. Déterminer des équivalents de x1pλq et x2pλq en 0`.
4. ⋆ On suppose que f est de classe C3. Étudier la limite en 0 de x1pλq`x2pλq

λ .



0XK Exercice 13 ⋆ Soit panqnPN une suite réelle positive, et Sn “
řn

k“0 ak.
1. Montrer que si

ř

an converge, alors pour tout ε ą 0, il existe n0 P N tel que @n,m ě n0, |Sn ´ Sm| ď ε.
2. On suppose que

ř

an diverge. Montrer que
ř an

Sn
diverge.


