
Interro n°24

D14 Exercice 1 Soient A P Mn,ppKq, B P Mp,npKq. Montrer que TrpABq “ TrpBAq.

RRC Exercice 2 On considère E un espace de dimension 3 et un endomorphisme u de E dont la matrice dans une base

B “ pe1, e2, e3q est
ˆ

1 2 3
0 4 5
0 0 6

˙

. Quelle est la matrice de u dans la base B1 “ pe3, e2, e1q ?

Z6N Exercice 3

1. Rappeler la définition de la trace d’un endomorphisme u P LpEq, pour E de dimension finie.
2. Montrer que si E est de dimension finie et p P LpEq est une projection, alors Tr p “ rang p.

E0X Exercice 4 Soient M “

ˆ

A B
C D

˙

P MnpRq une décomposition par blocs, où A P MppRq, D P Mn´ppRq, B P

Mp,n´ppRq et C P Mn´p,ppRq.

1. À quelle condition sur A,B,C,D la matrice M est-elle symétrique ?
2. On suppose que A est inversible. Montrer que rangM ě p.
3. On suppose que n “ 2p, c’est-à-dire p “ n´p, et que A et D sont inversibles. La matrice M est-elle nécessairement

inversible ?

6WK Exercice 5

1. Soient A,B P MnpRq. À quelle condition A et B sont-elles équivalentes ? Rappeler la définition, et une caracté-
risation simple.

2. Soit A P MnpRq.

(a) Montrer qu’il existe U P GLnpRq tel que AUA “ A.
Indication : Commencer par le justifier pour la matrice A “ Jr “ Diagp1, . . . , 1, 0, . . . , 0q.

(b) Montrer qu’il existe U P GLnpRq tel que UA soit une matrice de projection.

5K9 Exercice 6 On considère f P LpC2q dont la matrice dans la base canonique est A “

ˆ

´1 2i
´2i 2

˙

P M2pCq.

1. Montrer que

˜

e1 “

¨

˝

i
2

˛

‚, e2 “

¨

˝

´2i
1

˛

‚

¸

est une base de C2.

2. Vérifier que D “ Matpe1,e2qpfq est diagonale.
3. Expliquer comment calculer An pour tout n P N.

790 Exercice 7

1. Soit E un espace de dimension n et V un sous-espace vectoriel de E de dimension p. On note V “ tu P LpEq |

V Ă Keruu. Déterminer la dimension de V.
2. Soit B P MnpRq. Quelle est la dimension de l’ensemble tAB, A P MnpRqu ?

Indication : Considérer ΦB : A ÞÑ AB.

DNH Exercice 8 Pour α P R, on considère Tα l’opérateur de translation défini par @f P C0pR,Rq, @x P R, Tαpfqpxq “

fpx ` αq. On considère F “ ty P C2pR,Rq | y2 “ ´yu et on fixe α P R.

1. Donner une base B de F .
2. Montrer que pour tout α P R, F est stable par Tα et que Tα induit un isomorphisme de F .
3. Expliciter la base de Tα dans B.

LS5 Exercice 9 Soient A,B P MnpRq de rang 1. On note C “ A ` B et on fait l’hypothèse que rangC “ 1.

1. Montrer que si KerA ‰ KerB il existe x P KerAzKerB et y P KerBzKerA.
2. Montrer que ImA “ ImB ou KerA “ KerB.

YUC Exercice 10 Soit u P LpR4q tel que u2 ` u ` IdR4 “ 0.

1. Montrer que pour tout x P R4 non nul, Fx “ Vectpx, upxqq est stable par u, et est de dimension 2.
Indication : On pourra supposer par l’absurde que upxq est colinéaire à x.
On admet que si y R Fx, alors Fx ‘ Fy.

2. Montrer qu’il existe une base de R4 dans laquelle la matrice de u est

˜

0 ´1 0 0
1 ´1 0 0
0 0 0 ´1
0 0 1 ´1

¸

.

LQU Exercice 11 On considère une suite réelle punqnPN, et la suite pvnq définie par @n P N, vn “

n
ÿ

k“0

ˆ

n

k

˙

uk.

1. On note Vn “ pv0, . . . , vnq et Un “ pu0, . . . , unq, interprétés comme des vecteurs colonnes. Expliciter une matrice
M tel que Vn “ MUn.



2. Déterminer une expression explicite de un en fonction des vk, pour 0 ď k ď n.

SGR Exercice 12 ⋆ Espaces de Hochschild de dimension 2..
On note E le R-ev des applications dérivables f : R Ñ R. Pour α P R, on considère Tα : E Ñ E l’opérateur de translation
défini par

@f P E, @x P R, Tαpfqpxq “ fpx ` αq.

Soit g, h : R Ñ R dérivables telles que la famille pg, hq soit libre, et F “ Vectpg, hq. On suppose que F est stable par
tous les Tα.

1. Soit x1 P R tel que gpx1q ‰ 0. Justifier l’existence d’un réel x2 P R tel que M “

ˆ

gpx1q hpx1q

gpx2q hpx2q

˙

soit inversible.

On pourra utiliser qu’une matrice
ˆ

a b
c d

˙

est inversible si et seulement si ad ´ bc ‰ 0.

2. Montrer qu’il existe des constantes C1, C2, C3, C4 telles que pour toute fonction f P F , dont on note pλ, µq ses
coordonnées dans la base pg, hq, on ait

λ “ C1fpx1q ` C2fpx2q et µ “ C3fpx1q ` C4fpx2q.

3. Soit f P F .

(a) En utilisant la question précédente, montrer soigneusement que f 1 P F .
(b) En déduire que f est solution d’une équation différentielle d’ordre 2 à coefficients constants.

Y2U Exercice 13 ⋆ Soit n ě 3. caractériser les endomorphismes de Kn pour lesquels il existe une base dans laquelle u est

représenté par une matrice de la forme

¨

˝

0 0 0
0 M 0
0 0 0

˛

‚, où M P Mn´2pKq.


