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Interro n°24

Exercice 1 Soient A € M,, ,(K), B € M, ,(K). Montrer que Tr(AB) = Tr(BA).
Exercice 2 On considére £ un espace de dimension 3 et un endomorphisme u de E dont la matrice dans une base

1 2 3
B = (e1,ea,e3) est (0 4 5). Quelle est la matrice de u dans la base B’ = (e3, ea,€1)?
0 0 6

Exercice 3

1. Rappeler la définition de la trace d’'un endomorphisme u € L(E), pour E de dimension finie.
2. Montrer que si F est de dimension finie et p € L(F) est une projection, alors Trp = rang p.

. . (A B
Exercice 4 Soient M = <C’ D

Mpn—p(R) et C e M,y ,(R).
1. A quelle condition sur A, B, C, D la matrice M est-elle symétrique ?

) € M, (R) une décomposition par blocs, ot A € M,(R), D € M,_,(R), B €

2. On suppose que A est inversible. Montrer que rang M > p.
3. Omn suppose que n = 2p, c’est-a-dire p = n—p, et que A et D sont inversibles. La matrice M est-elle nécessairement
inversible 7

Exercice 5

1. Soient A, B € M, (R). A quelle condition A et B sont-elles équivalentes ? Rappeler la définition, et une caracté-
risation simple.

2. Soit A e M, (R).

(a) Montrer qu'il existe U € GL,(R) tel que AUA = A.
Indication : Commencer par le justifier pour la matrice A = J,. = Diag(1,...,1,0,...,0).
(b) Montrer qu'il existe U € GL,(R) tel que UA soit une matrice de projection.

Exercice 6 On considére f € £(C?) dont la matrice dans la base canonique est A = (__212 2;) e My (C).

1. Montrer que <e1 = (;), ey = <_121>> est une base de C2.

2. Veérifier que D = Mat, .,)(f) est diagonale.

3. Expliquer comment calculer A™ pour tout n € N.
Exercice 7

1. Soit E un espace de dimension n et V un sous-espace vectoriel de E de dimension p. On note V = {u € L(E) |
V < Keru}. Déterminer la dimension de V.

2. Soit B € M, (R). Quelle est la dimension de ’ensemble {AB, A€ M, (R)}?
Indication : Considérer &p: A — AB.

Exercice 8 Pour a € R, on considére T, I'opérateur de translation défini par Vf € C°(R,R), Vo € R, T, (f)(z) =
f(x + «). On consideére F = {y € C*(R,R) | " = —y} et on fixe « € R.

1. Donner une base B de F'.
2. Montrer que pour tout a € R, F' est stable par T, et que T, induit un isomorphisme de F'.
3. Expliciter la base de T, dans B.
Exercice 9 Soient A, B € M,,(R) de rang 1. On note C = A + B et on fait ’hypothése que rang C' = 1.
1. Montrer que si Ker A # Ker B il existe x € Ker A\ Ker B et y € Ker B\ Ker A.
2. Montrer que Im A = Im B ou Ker A = Ker B.
Exercice 10 Soit u € £(R?*) tel que u? + u + Idgs = 0.

1. Montrer que pour tout x € R* non nul, F, = Vect(x,u(z)) est stable par u, et est de dimension 2.
Indication : On pourra supposer par l'absurde que u(x) est colinéaire a x.
0
0
-1

On admet que si y ¢ F,, alors F,, ® Fy,.
2 (n
Exercice 11 On considére une suite réelle (uy,)nen, et la suite (v,,) définie par Vn € N, v,, = Z <k) U -
k=0

0 -1
2. Montrer qu’il existe une base de R* dans laquelle la matrice de u est (é _01
0

= o o

0

1. On note V,, = (vg,...,v,) et U, = (ug, ..., u,), interprétés comme des vecteurs colonnes. Expliciter une matrice
M tel que V,, = MU,,.



2. Déterminer une expression explicite de u, en fonction des vg, pour 0 < k < n.

SsGR Exercice 12 % Espaces de Hochschild de dimension 2..
On note F le R-ev des applications dérivables f: R — R. Pour a € R, on considére T,,: E — E 'opérateur de translation
défini par

Vfe E,YxeR, T,(f)(x)=f(x+a).

Soit g, h: R — R dérivables telles que la famille (g, h) soit libre, et F' = Vect(g, h). On suppose que F est stable par
tous les T,.

1.

Soit 21 € R tel que g(x1) 5 0. Justifier Pexistence d’un réel x5 € R tel que M = (zglg ZE?;) soit inversible.
2 2

On pourra utiliser qu’une matrice (z d> est inversible si et seulement si ad — be # 0.

Mountrer qu’il existe des constantes C4, Ca, C3, Cy telles que pour toute fonction f € F, dont on note (A, i) ses
coordonnées dans la base (g, h), on ait

A= Olf(lj) + CQf(J?Q) et pu= C3f($1) + C4f(332)

Soit f € F.
(a) En utilisant la question précédente, montrer soigneusement que f’ € F.
(b) En déduire que f est solution d'une équation différentielle d’ordre 2 a coefficients constants.

v2U Exercice 13 % Soit n > 3. caractériser les endomorphismes de K" pour lesquels il existe une base dans laquelle u est

0 0 O

représenté par une matrice de la forme [0 M 0 |, ou M € M,,_o(K).

0 0 O



