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Interro n°26

Durée : 1h. En priorité — 6.1 et 7.1.
Exercice 1 Soit (F,{:,-)) un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de E.
1. Montrer que F'- est un sous-espace vectoriel.
2. Montrer que (F + G)* = F+ n G+
Exercice 2 Soient F,G des sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien FE. Montrer que si F LG, alors F @ G.

Exercice 3 Soit E un espace préhilbertien et F' = Vect(e;)1<i<n- Pour x € E, montrer que xLF si et seulement si
Vie [[1,n]], xLle;.
Exercice 4 Produit scalaire canonique sur M, ,(R).

1. Montrer que (4, B) — Tr(A” B) définit un produit scalaire sur M, ,(R).

2. On munit M, (R) de ce produit scalaire. Montrer que A,, 1S,

Exercice 5
1. Montrer que (P,Q) = >} _, P®(1)Q™* (1) définit un produit scalaire sur R,[X].
2. Montrer que la famille (i(X - 1)”) est une BON de R,[X] pour ce produit scalaire.

0<p<n
Exercice 6 Inégalité de Paley-Zygmund.
1. Si X,Y sont des variables aléatoires réelles, montrer que E(XY)? < E(X?)E(Y?).
Indication : Considérer P(t) = E((X +tY)?).
2. Si X est une variable aléatoire réelle, montrer que E(X?)P(X > ¢) > E(X1x>.)%

3. Si X est une VA réelle d’espérance positive et A €]0, 1[, montrer que P(X = AE(X)) > (1 — )2 E(X)*

E(X2)

Exercice 7 Soit E un espace préhilbertien

1. Soient z,y € E non nuls. Justifier qu’il existe 6 € [0, 7] tel que cosf =

0 est appelé l'angle géométrique entre les vecteurs = et y.
2. On prend E = R2, avec le produit scalaire canonique. Soit u € R? unitaire, et o,,: z +— 2 — 2{z, u) u.
On admet que o, est la symétrie par rapport (Vect u)!, parallélement a Vect u
(a) Représenter Pensemble Q, = {z € R? | (z,u) = 0 et {(z,0,(x)) < 0}.
(b) % Montrer que €, est auto-dual, c’est-a-dire que Q, = {y € R? ; Vz € Q,, (z,y) > 0}.

Indication : Compléter u en une BON (u,v).

Exercice 8 % % Inégalité de Kantorovich. Soient 0 < A\; < --- < \,,. Montrer que si Z?:l 2? =1, alors

2
= - 1 /A D)
1< Nt Afx?) < - ( =+ 1)

Indication : Pour linégalité difficile, considérer I’expression du milieu comme une fonction d’une des variables \;.
Que dire de cette fonction ? En déduire que l’expression est mazimale quand la famille des (\;) ne prend que deux
valeurs. Alternative : chercher a utiliser l'inégalité arithmético-géométrique.



