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Interro n°27

Durée : 1h. En priorité — 6.1 et 7.1.
Exercice 1 Soit E un espace préhilbertien et F' un sous-espace vectoriel de £ de dimension finie.

1. Compléter : «pp(z) est 'unique vecteur de E vérifiant ... et --- € ...».
2. Montrer que Vz € E, ||pr(z)| < |z

Exercice 2 Soit u € L(F), avec E euclidien et B = (eq,...,e,) une BON de E.

1. Pour z € E, montrer que les coordonnées de = dans B sont les z; = (z, e;).
2. Que vaut ||z||, en termes de ces coordonnées ?

3. Donner une expression de Matg(u) et de Tr(u) en fonction des (u(e;), €;).
Exercice 3 Dans R™ on considére = (1,1,...,1).

1. Donner I'expression, pour z € R"™ du projeté orthogonal de x sur Vect 2.

2. En déduire 'expression de la projection orthogonale de  sur H = {§ € R™ | y1 + -+ + y, = 0}.
Exercice 4 On considére E = Ry[X ]| muni du produit scalaire (P, Q) = Sé P#)Q(¢) dt.

1. Déterminer le projeté orthogonal R de P = X2 sur F = Vect(1, X).

2. On considére A = a%il.ng Sé(X2 —aX —b)?dX. Exprimer A en fonction de R et P.

Exercice 5
On rappelle que S, (R) @+ A, (R) = M, (R).
1. Soit A € M,,(R). Donner une expression simple de la projection orthogonale de A sur S, (R).

2. Interpréter inf Z(sU - aij)2 en termes de distance, et 'exprimer comme la norme d’une matrice.
SeSn (R) “—
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Exercice 6 Soient (e1,...,e,) et (f1,...,fp) deux familles orthonormales vérifiant
(i) Yk e [[1,p], Vect(e,...,ex) = Vect(f1,..., fr).
(#4) Vke[1,p], {ex, fuy >0
Montrer que Vk € [1,p]], ex = f&-
Exercice 7 Soit E un espace préhilbertien et F' — E un sous-espace vectoriel de dimension finie.

1. Rappeler I'expression de la projection orthogonale pr(z) en termes d’'une BON de F.
2. Montrer que F@ F+ = E.

Exercice 8 Pour 4, B € M,(R), on pose (A, B) = Tr(AT B).
1. Montrer que |Tr A| < v/n||4].
2. % Montrer que ||AB| < ||A]l || B]|.

Exercice 9 Produit vectoriel. Soit £ = R?, muni du produit scalaire canonique.

1. Soient u, v € R3. Montrer qu’il existe un unique vecteur, noté u A v, vérifiant
Ywe E, detg,,, (u,v,w) ={u A v,w)

2. Montrer que u A v € Vect(u,v)™ .

On peut vérifier que (u,v) — u A v est bilinéaire et antisymétrique.

Exercice 10 Soit F = (f1,..., fn) une famille dans E euclidien. On considére G = (<f1, fj>)1<i i<n € M, (R).
1. Montrer que si la famille F est liée alors G est non inversible.
2. On suppose que F est une base. On note B = (ey, ..., e,) la famille obtenue par le procédé d’orthonormalisation

de Gram-Schmidt.
(a) Que dire de la matrice P = PZ de passage de F a B?
(b) % Montrer que G = QTQ, ou Q = P~L.
3. En déduire 0 < det(G) < [T I1£:l°-

Exercice 11 % Produits scalaires sur R, [X] sous forme d’intégrales. Soit w une fonction continue strictement
positive sur [—1,1].
On admet que (P,Q) = Sl_l w(t)P(t)Q(t) dt est un produit scalaire.

On note (Py)o<k<n la famille obtenue a partir de la base (X*) par le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt,
qui vérifie P, € Ry,_1[X]*+.



1. % Montrer qu’il existe des réels a;, b; tels que P; = (X + a;)P;,—1 — b;Pi_o et que b; > 0.
Indication : Considérer le polynome P; — X P;_1.

2. % Montrer que les racines de P; sont entrelacées avec celles de P;_1, c’est-d-dire qu’en notant aq,...,a; celles
de PL et b17...7bi_1 celles de Pi—la onaa < b1 <agz <... <b,’_1 <b,’.
Indication : Procéder par récurrence. S’intéresser aux racines consécutives de P;_q.



