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Interro n°28

En priorité : jusqu'au 12.1.
Exercice 1 Sur E = C°([0, 7], R), montrer soigneusement que {f, gy = {7 f(¢)g(t)sintdt est un produit scalaire.
Exercice 2 Pour P,(Q € Re[X], on définit (P, Q) = P(1)Q(1) + P'(1)Q'(1) + P"(1)Q"(1).

1. Montrer que {-, ) est défini positif.

2. Montrer que (X — 1)? est orthogonal a R;[X].

3. Donner une BON de Ry[X].
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Exercice 3 Déterminer la partie entiére de R =
Exercice 4 Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F' € C(X) telle que F? = X.
Exercice 5 Soit F' = Vect a, b un sous-espace vectoriel de dimension 2 d’un espace euclidien.

1. Montrer qu'’il existe exactement deux vecteurs es, e € F' unitaires et orthogonaux a a.
Indication : F' est un espace euclidien, de dim 2.

2. On pose e; = m, et pour 4 € [0, 27[, fo = e1 cosf + ez sin 6. Montrer que 6 — fy réalise une bijection de [0, 27|
dans ’ensemble des vecteurs unitaires de F.

Exercice 6 Soit E = C°([0,1],R) et f € E strictement positive.

1. Enoncer une inégalité de CS dans E. 2. Montrer que S; % > m.
0
Exercice 7 Déterminer une base orthonormale de F' = Vect (Ig, M = <} 1) N = <(1) 8)) pour le produit scalaire

canonique de Ms(R).
Indication : Il peut étre judicieur de commencer par réordonner la famille, avant d’appliquer le procédé de GS.

Exercice 8 Soit E un espace préhilbertien et F, G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que (F + G)* = F+ n G+
2. % Si E est euclidien, montrer que (F n G)* = F+ + G+

Exercice 9 On considére I = i?fR Sé(t — av/t — b)? dt.
a,be

1. Interpréter I en termes de la distance d’un vecteur ¢ a un sev F' de C°([0,1],R), pour le ps usuel.
On admet que la famille (e; = 1, eq: ¢ — 3v/2(v/t — 2/3)) forme une BON de F.
2. Déterminer le projeté orthogonal pr(y¢) de ¢ sur F.
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3. Montrer que [[¢]|” = |[pr ()" + o — pr ().
4. Donner une expression de I.

Exercice 10 Soit E un espace vectoriel euclidien, Hy, Ho deux hyperplans de E et a;, as deux vecteurs non nuls, avec
(ZlJ_Hl et (IQJ_HQ.
1. Justifier que H; et Vect a; sont supplémentaires.
2. On note s; la symétrie par rapport a H; parallélement & Vect a;.
(a) Que valent ker(s; —Id) et ker(s; + Id) ?
(b) % A quelle condition s; et so commutent-elles ?
Indication : Si sy et so commutent, sy préserve ker(s; + 1d).

Exercice 11

1. Soit a = (1,...,1) € R™. Déterminer l’expression de la projection orthogonale de ¥ = (z1,...,,) sur Vecta.

2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur H = {(z1,...,2,) €R" |21 +--- + z, = 0}.
Exercice 12 Dans M,,(R), muni de (A, B) = Tr(AT B).

1. Rappeler, ou retrouver, expression de ||A]|.

2. Montrer que ||AB| < [|A] || B]].
Indication : Utiliser [’inégalité de CS.

Exercice 13 Soit f: F — E une application non nécessairement linéaire qui préserve le produit scalaire, c’est-a-dire
vérifiant Vo, y € E, (f(x), f(y)) = {z,y).

1. Soient z,y € E. Montrer que f(z +y) — f(z) — f(y)L(Im f).

2. Montrer que f est linéaire.

Exercice 14 Soit F un espace euclidien, et p, ¢ des projecteurs orthogonaux. Soit € F tel que p(z) = —q(z). Montrer
que p(z) = g(x) = 0.



55N Exercice 15 % Soit E un espace euclidien. Montrer que deux sevs F, G de E sont supplémentaires orthogonaux si
et seulement si Vz € E, ||z|* = d(z, F)? + d(z, G)2.



