
Interro n°28

En priorité : jusqu’au 12.1.

N6B Exercice 1 Sur E “ C0pr0, πs,Rq, montrer soigneusement que xf, gy “
şπ

0
fptqgptq sin tdt est un produit scalaire.

45V Exercice 2 Pour P,Q P R2rXs, on définit xP,Qy “ P p1qQp1q ` P 1p1qQ1p1q ` P 2p1qQ2p1q.

1. Montrer que x¨, ¨y est défini positif.
2. Montrer que pX ´ 1q2 est orthogonal à R1rXs.
3. Donner une BON de R2rXs.

KZX Exercice 3 Déterminer la partie entière de R “ X4
`2X3

`1
X2`X`1 .

887 Exercice 4 Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F P CpXq telle que F 2 “ X.

ZS7 Exercice 5 Soit F “ Vect a, b un sous-espace vectoriel de dimension 2 d’un espace euclidien.

1. Montrer qu’il existe exactement deux vecteurs e2, e
1
2 P F unitaires et orthogonaux à a.

Indication : F est un espace euclidien, de dim 2.
2. On pose e1 “ a

∥a∥ , et pour θ P r0, 2πr, fθ “ e1 cos θ ` e2 sin θ. Montrer que θ ÞÑ fθ réalise une bijection de r0, 2πr

dans l’ensemble des vecteurs unitaires de F .

OUR Exercice 6 Soit E “ C0pr0, 1s,Rq et f P E strictement positive.
1. Énoncer une inégalité de CS dans E. 2. Montrer que

ş1

0
dt
fptq ě 1

ş1
0
fptq dt

.

RPU Exercice 7 Déterminer une base orthonormale de F “ Vect

ˆ

I2,M “

ˆ

1 1
1 1

˙

, N “

ˆ

1 0
0 0

˙˙

pour le produit scalaire

canonique de M2pRq.
Indication : Il peut être judicieux de commencer par réordonner la famille, avant d’appliquer le procédé de GS.

F85 Exercice 8 Soit E un espace préhilbertien et F,G deux sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que pF ` GqK “ FK X GK

2. ⋆ Si E est euclidien, montrer que pF X GqK “ FK ` GK

9UP Exercice 9 On considère I “ inf
a,bPR

ş1

0
pt ´ a

?
t ´ bq2 dt.

1. Interpréter I en termes de la distance d’un vecteur φ à un sev F de C0pr0,1s,Rq, pour le ps usuel.
On admet que la famille pe1 “ 1̃, e2 : t ÞÑ 3

?
2p

?
t ´ 2{3qq forme une BON de F .

2. Déterminer le projeté orthogonal pF pφq de φ sur F .
3. Montrer que ∥φ∥2 “ ∥pF pφq∥2 ` ∥φ ´ pF pφq∥2.
4. Donner une expression de I.

CWK Exercice 10 Soit E un espace vectoriel euclidien, H1, H2 deux hyperplans de E et a1, a2 deux vecteurs non nuls, avec
a1KH1 et a2KH2.

1. Justifier que H1 et Vect a1 sont supplémentaires.
2. On note si la symétrie par rapport à Hi parallèlement à Vect ai.

(a) Que valent kerpsi ´ Idq et kerpsi ` Idq ?
(b) ⋆ À quelle condition s1 et s2 commutent-elles ?

Indication : Si s1 et s2 commutent, s2 préserve kerps1 ` Idq.

QCE Exercice 11

1. Soit a “ p1, . . . , 1q P Rn. Déterminer l’expression de la projection orthogonale de x⃗ “ px1, . . . , xnq sur Vect a.
2. Déterminer la matrice de la projection orthogonale sur H “ tpx1, . . . , xnq P Rn | x1 ` ¨ ¨ ¨ ` xn “ 0u.

6I4 Exercice 12 Dans MnpRq, muni de xA,By “ TrpATBq.

1. Rappeler, ou retrouver, l’expression de ∥A∥.
2. Montrer que ∥AB∥ ď ∥A∥ ∥B∥.

Indication : Utiliser l’inégalité de CS.

YFR Exercice 13 Soit f : E Ñ E une application non nécessairement linéaire qui préserve le produit scalaire, c’est-à-dire
vérifiant @x, y P E, xfpxq, fpyqy “ xx, yy.

1. Soient x, y P E. Montrer que fpx ` yq ´ fpxq ´ fpyqKpIm fq.
2. Montrer que f est linéaire.

ZRM Exercice 14 Soit E un espace euclidien, et p, q des projecteurs orthogonaux. Soit x P E tel que ppxq “ ´qpxq. Montrer
que ppxq “ qpxq “ 0.



55N Exercice 15 ⋆ Soit E un espace euclidien. Montrer que deux sevs F,G de E sont supplémentaires orthogonaux si
et seulement si @x P E, ∥x∥2 “ dpx, F q2 ` dpx,Gq2.


