
Interro n°29
MPU Exercice 1

1. À quelle condition une fonction φ : ra, bs Ñ R est-elle continue par morceaux ?
2. Montrer que toute fonction φ P C0

pmpra, bsq est bornée.

23F Exercice 2 Déterminer la limite éventuelle, quand n Ñ `8, de 1
n p

řn
k“0 sin

kπ
n q

05N Exercice 3 Soit P “ 1 ` X ` X2 ` X3 ` X4 ` X5.
1. Expliquer comment trouver la factorisation P “ p1 ` Xqp1 ` X ` X2qp1 ´ X ` X2q.
2. Donner la forme de la décomposition en éléments simples de F “ X

1`X`X2`X3`X4`X5 dans RpXq. Justifier
brièvement.

3. Déterminer un des coefficients, ainsi deux autres relations simples entre les coefficients, par des méthodes diffé-
rentes.

PZ4 Exercice 4 Décomposer en éléments simples X2
´2

X2pX´1q
dans RpXq

TFR Exercice 5 À l’aide d’un changement de variable, calculer
şx

0
dt

pt`2q
?
1`t

.

FZX Exercice 6 Pour n P N, on pose un “
ş1

0
xn cospπxq

1`x2 dx. Montrer que punq est bornée, puis que un Ñ 0.
880 Exercice 7

1. Soit P “
ś

pX ´ aiq
mi un polynôme scindé. Donner sans justifier la décomposition en éléments simples de P 1

P .

2. Calculer
n´1
ř

k“1

1
1´ωk , où ω “ e

2iπ
n .

Indication : Expliciter un polynôme dont les racines sont les n ´ 1 nombres ωk, pour k P rr1, n ´ 1ss.
H74 Exercice 8 Soit f : r0, 1s Ñ R, continue en 0, vérifiant @t P r0, 1s, |fptq| ď 1

2 et fp0q “ 0.

1. Soit 0 ă ε ă 1 et n P N. Montrer que
ˇ

ˇ

ˇ

ş1

1´ε
fptnqdt

ˇ

ˇ

ˇ
ď ε

2 .

2. On veut montrer que
ş1

0
fptnqdtÝÝÝÝÝÝÝÑn Ñ `8

0.

(a) Soit ε ą 0. En utilisant fpxq ÝÝÝÝÝÑ
x Ñ 0

0 montrer qu’il existe n0 tel que @n ě n0, |f
`

p1 ´ εqn
˘

| ď ε
2 .

Puis qu’il existe n0 tel que
@n ě n0, @t P r0, 1 ´ εs, |fptnq| ď

ε

2
.

(b) Conclure.
1I4 Exercice 9 Approximation par un trapèze. Soit f P C2pra, bs,Rq.

1. On suppose que fpaq “ fpbq “ 0.
(a) On note m “ inf f2 et M “ sup f2, gm “ m

2 px ´ aqpx ´ bq et gM “ M
2 px ´ aqpx ´ bq. Montrer que

@x P ra, bs, gM ď f ď gm.

(b) En déduire que
ˇ

ˇ

ˇ

şb

a
fptqdt

ˇ

ˇ

ˇ
ď sup |f2|

pb´aq
3

12 .

2. En déduire que dans le cas général,
ˇ

ˇ

ˇ

şb

a
fptqdt ´ pb ´ aq

fpaq`fpbq

2

ˇ

ˇ

ˇ
ď sup |f2|

pb´aq
3

12 .

US7 Exercice 10 Déterminant de Cauchy. Soient a1, . . . , an et b1, . . . , bn. On considère le déterminant ∆n de la matrice
´

1
ai`bj

¯

1ďi,jďn
.

1. On suppose que les bi sont deux à deux distincts. Décomposer en éléments simples F pXq “
pX´a1q...pX´an´1q

pX`b1q...pX`bnq
.

On note αn le coefficient du pôle ´bn.
2. En déduire que ∆n “

F panq

αn
∆n´1.

3. Donner une expression explicite de ∆n.
VVT Exercice 11 ⋆ Soit f une fonction continue strictement positive sur ra,bs.

1. Montrer que pour n P N˚ il existe une unique subdivision px0, . . . , xnq de ra,bs telle que pour tout 1 ď k ď n,
ż xk

xk´1

fptqdt “
1

n

ż b

a

fptqdt.

2. Exprimer la limite, quand n tend vers `8 de 1
n

řn
k“0 xk, en fonction de f .

FMF Exercice 12 ⋆ Soit P P RrXs un polynôme de degré n scindé sur R,
1. Montrer que @x P R, P 1pxq2 ě P pxqP 2pxq.

Indication : Après avoir divisé par . . ., reconnaître une dérivée.
2. Montrer que pn ´ 1qP 12 ě nPP 2.
3. Déduire de 1 que les coefficients de P vérifient @k P rr1, n ´ 1ss, ka2k ď pk ` 1qak´1ak`1.

GHZ Exercice 13 ⋆ Soit P P RrXs tel que P pr0,1sq Ă r0,1s et @f P C0pr0, 1sq,
ş1

0
fpP ptqq dt “

ş1

0
fptqdt. Montrer que la

relation est également valable pour f “ 1rc,ds.


